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Extension of the New Tamm-Dancoff Method to Phase Transitions in Many-Body Systems 

We extend the New Tamm-Dancoff method by introducing intermediate states. In this way we 
are able to treat with the Green's function method the effect of nearby levels in many-body systems. 
We formulate the rj- and the ^-function method with intermediate states. Aldready in first order, 
the ^-function method yields a whole series of new approximations in addition to known theories 
such as the Hartree-Fock theory and the Hartree-Bogoliubov theory. As an example we study inten-
sively "the Hartree-Fock theory with intermediate states". The ^-function method which is based on 
the 7y-function method yields in first order in addition to RPA, quasi-particle RPA and other ap-
proximations "RPA with intermediate states". We apply the Hartree-Fock theory with intermediate 
states and RPA with intermediate states to the exactly solvable Lipkin model. 

1. Einleitung 

Wenn mehrere Niveaus eines nicht-relativistischen 
oder relativistischen Vielteilchensystems dicht bei-
einander liegen, versagen sowohl die Störungstheo-
rie als audi die Theorie der Green-Funktionen. Die 
Supraleitung, in der der normale und der supra-
leitende Zustand „konkurrieren", liefert das be-
kannteste Beispiel für dieses Versagen 1. Hier hat 
man sehr schnell einen Ausweg gefunden: die 
Hartree-Bogoliubov-Theorie. In ihr werden die „ge-
fährlichen Diagramme" der Störungsrechnung durch 
eine kanonische Transformation abgespalten und 
durch Lösen der Hartree-Bogoliubov-Gleichungen 
kompensiert 2. Danach ist Störungsrechnung wieder 

möglich. Dieses Beispiel weist darauf hin, daß die 
Wirkungen benachbarter Niveaus in der Theorie der 
Green-Funktionen von vornherein zu berücksichtigen 
sind 3. Gorkov hat diese Forderung für Paarungs-
korrelationen erfüllt, indem er die Vierpunkt-Green-
Funktionen unter Einbeziehung der „anomalen" 
Green-Funktionen faktorisiert und das unendliche 
System der Bewegungsgleichungen für die Mehr-
punkt-Green-Funktionen in ein Näherungssystem, 
das nur Zweipunkt-Green-Funktionen enthält, über-
geführt hat4 . Dieses Verfahren reproduziert die 
Hartree-Bogoliubov-Theorie5 6. Da wir es als grund-
legend für Verallgemeinerungen ansehen, geben wir 
die Gorkov-Faktorisierung an: 

( o ,w|r w3 'jFI TI Ft |o,W) 

= (0,5V| TFX W2 (0,N\T XFX xFt j 0,IN) (0, TV | T F2 ^ M o , ^ ) 

+ <0,^J| TF2FX + 2) (0,71 + 2\ T ; 

(O,N\T y3v2y1wl\o,?4 + 2) = {O,N\T Vx »FM o, <o, w i r F3xF2\ O,:N + 2 ) ( i . i ) 

- w2 Fl | o , i N ) ( o , ^ ! r Fs ¥^0,74+2) 

+ {0,N\TW3 xF\ | 0 , W ) { 0 , W | r F, Fx | 0, !AJ + 2 ) . 

Hier sind |0,W) bzw. j 0,5V + 2) der Grundzu-
stand eines W- bzw. (5V + 2)-Teilchen-Systems und 
XFi der Feldoperator im Punkt 

» = (r i , t i ,o { ,Tj ) . (1.2) 
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Wir verallgemeinern die Gorkov-Faktorisierung 
in verschiedener Hinsicht: 
1. Wir lassen als konkurrierende Zustände nicht nur 

einen normalen und einen supraleitenden Zu-
stand zu, wie in der Hartree-Bogoliubov-Theorie, 
sondern beliebige, mit der Teilchenzahlerhaltung 
verträgliche. 

2. Wir definieren audi die höheren Näherungen. 
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Wir nennen die konkurrierenden Zustände Zwi-
schenzustände. In Abhängigkeit von der Wahl der 
Zwischenzustände gelangen wir schon in erster Nähe-
rung nicht nur zu bekannten Näherungsverfahren, 
wie Hartree-Fock- und Hartree-Bogoliubov-Theorie, 
sondern auch zu bisher unbekannten. Bisher unbe-
kannt war die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzu-
ständen, ein Gleichungssystem für m ( 0 < m < o c ) 
Zwischenzustände der Teilchenzahl SV. Wir demon-
strieren an ihr die Tragweite unseres neuen Ver-
fahrens. 

In einer früheren Arbeit haben wir betont, daß 
die Neue Tamm-Dancoff-Methode einen Rahmen für 
weitere Verfeinerungen nicht-relativistischer und rela-
tivistischer Näherungsverfahren abgibt7. Die Idee ist, 
neue zi-Punkt-Funktionen einzuführen, die nur von 
den Mehrpunkt-Green-Funktionen gleicher und nied-
rigerer Punktezahl abhängen, und das unendliche 
System der Bewegungsgleichungen durch Nullsetzen 
der neuen n-Punkt-Funktionen mit und durch 
Vernachlässigen aller Beziehungen, in denen re-
Punkt-Funktionen mit n > n0 + 1 vorkommen, abzu-
schneiden. Die Gorkov-Faktorisierung ist ein Bei-
spiel für n0 = 4. Ohne die Methode der erzeugenden 
Funktionale wäre diese Idee undurchführbar. Daher 
formulieren wir Beziehungen zwischen den verschie-
denen Sätzen von Mehrpunkt-Funktionen mit ihren 
erzeugenden Funktionalen. Dürr und Wagner haben 
4 unendliche Funktionensätze als Darstellung der Zu-
standsvektoren eingeführt, die r- (Mehrpunkt-Green-
Funktionen) , rj-, und 99-Funktionen8. In dieser 
Arbeit verallgemeinern wir die Definition der rj- und 
^-Funktionen durch Einbeziehen einer beliebigen, 
aber endlichen Anzahl von Zwischenzuständen. Die 
^-Funktionen-Methode mit Zwischenzuständen liefert 
hermitische, doch nicht-lineare Näherungssysteme 

für diese Zwischenzustände, während die £-Funktio-
nen-Methode mit Zwischenzuständen, auf den Er-
gebnissen der ^-Funktionen-Methode aufbauend, zu 
linearen, doch nicht-hermitischen Näherungssyste-
men für die anderen Zustände führt. In dieser Hin-
sicht unterscheiden sich rj- und s-Funktionen-Me-
thode mit Zwischenzuständen nicht von der gewöhn-
lichen rj- und der gewöhnlichen C-Funktionen-Me-
thode, die in erster Näherung die Hartree-Fock-
Theorie bzw RPA ergeben 7 ' 9 ' 1 0 . Mit der Methode 
der erzeugenden Funktionale ist die Verallgemeine-
rung besonders einfach: Man ersetzt in der Arbeit 
von Dürr und Wagner8 die erzeugenden Funktio-
nale zwischen dem Grundzustand durch die Matrizen 
der erzeugenden Funktionale zwischen den Zwischen-
zuständen. 

In Abschnitt 2 leiten wir die rj- und die C-Regel 
mit Zwischenzuständen her und wenden sie auf die 
Vierpunkt-Green-Funktionen an. Wir betrachten nur 
einige Sonderfälle der zahlreichen Faktorisierungs-
möglichkeiten, zu denen bei der ^-Regel die Gorkov-
und die zur Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzu-
ständen führende Faktorisierung und bei der C-Re-
gel die RPA- und die zu RPA mit Zwischenzustän-
den führende Faktorisierung gehören. In Abschnitt 3 
formulieren wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzuständen für nicht-relativistische Vielteilchen-
systeme. In Abschnitt 4 geben wir ein Lösungsver-
fahren und die Beziehung zur „generalized Hartree-
Fock approximation (GHFA)" von Kerman und 
K l e i n 1 1 - 1 3 an. In Abschnitt 5 wenden wir die 
Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen und 
RPA mit Zwischenzuständen auf das Lipkin-Modell 
an. In Abschnitt 6 diskutieren wir einige zukünftige 
Anwendungen unseres Verfahrens. 

2. Die rj. und ^-Funktionen-Methode mit Zwischenzuständen 

2.1. Die rj-Funktionen-Methode mit Zwischenzuständen 

2.1.1. D i e / / - R e g e l m i t Z w i s c h e n z u s t ä n d e n 

Wir geben die nächstliegende Verallgemeinerung der Dürr-Wagnerschen ^-Regel 8 an, indem wir vor-
aussetzen, daß die ^-Funktionen von den zu den Zwischenzuständen 

|/ i ) , |/2) , . . . , [ / „ ) (0 < / n < oc ) (2.1) 
gehörenden Mehrpunkt-Green-Funktionen 

(I\TWk...WxWl ...Wl |/>; 
|/>, |/> e { | / i ) , | / 2 > , . . . , | / w ) } ; M = 0 , l , 2 , . . . , (2.2) 
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abhängen. Wir bilden aus dieser unendlichen Menge von Mehrpunkt-Green-Funktionen die erzeugenden 
Funktionale 

£f , i , [ « , » ] = 2 | / i >«* . . . 5 i «H ' . . . ,U| ' (2.3) 
Ä,2 = 0 Kill 

und aus ihnen die Matrix 
(2.4) 

Wir führen neue Mehrpunkt-Funktionen t] /fj/ (k,..., 1 ] l \ . . . , l') dadurch ein, daß wir die erzeugenden 
Funktionale 

oo :k +1 
Hitij[u, u] = 2 777T »?/?/? (b ..., 1 | 1', ...,/') uk...u]_ui' ...uf (2.5 

k,l = 0 Kl II 

ebenso wie die erzeugenden Funktionale der Mehrpunkt-Green-Funktionen zur Matrix 

(HI(Ij [u,ü]) 

zusammenfassen und die Gleichung 

h [ » , ü] = (exp {Him /„ [u, u\}) u ij 

fordern. Das ist bereits die ?j-Regel mit Zwischenzuständen in Funktionalform. Explizit ist 

(2.6) 

(2.7) 

(exp {Hi m i n [u,ü]})I(Ij =dij+(l/V.)Hl(I] [u,ü] + ( l / 2 ! ) 2 H / ( / j ! [ a , ü ] H / j l / j [u, ü] + . . . (2.8) 
; 1 = 1 

Ein Vergleich der Koeffizienten von ük . . . üA ux-... ui liefert die ^-Regel mit Zwischenzuständen, die, ab-
gesehen von den Summationen über die Zwischenzustände, dieselbe Gestalt hat wie die Dürr-Wagnersche 
t]-Regel: 

vW = dk0dl0 + (Ii\TVk...V1Vl ...vi 1/,) 
k+l-l ( i\n k k k k l l l l 

+ 2 2 2 2 . . . 2 2 2 2 - . . 2 n = i n + 1 i( i) , . . . , i (A) = i *1 = o *s = *, *„ = *„-i / ( i ) , . . . ,y( i )= i i, = o x1 = x1 x„=x„.1 

( "l \ +Xi -/<-!)(«-*() () V - ^ —lji- i 1 . x *t + l, ..., *., ..., *„ + !, ..., k 
m m tn ;(!), j(\t + i.), / ( U l ) , . ^ V V T 

1, ..., i1 + l, ..., J, JU + 1, l hTx ;sTi';-„ = l 

( i - </i 1r . . • ^ ( i ) yJd)- • • • ?PWI 4 ) 
(1 - (4 I T Wi{xt)... ¥i(xt+1) 5V1 + iy ... v]^)' 14) 

(1 - <5*„-*n-„o ) (4-1 I 7 V i M •.. S W u S ^ w i ) • • • ^ k r ! 4 : 

(1 - * k - * m , o ) ( 4 13T JP«« • •. Vi(Xn+l) IPjd. + i)•.. • I 4 • 

Hier bedeuten das verallgemeinerte Kronecker-Symbol: 

<5l,»(l) • ..<5l,i(ft) 

(2.9) 

° 1, ..., Ä 
<5fc,i(l) • • • <5/c,i(/c) 

und der Bogen die natürliche Anordnung der darüber stehenden ganzen Zahlen. 
Wir haben zur Ableitung dieser und ähnlicher Formeln einen Kalkül entwickelt, den wir an anderer 

Stelle ausführlich darstellen werden. 
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2.1.2. D i e F a k t o r i s i e r u n g d e r 
V i e r p u n k t - G r e e n - F u n k t i o n e n n a c h 
d e r 17 - R e g e 1 

Die ^-Funktionen-Methode ist dadurch definiert, 
daß alle n-Punkt-^-Funktionen mit n > n0 gleich 
null gesetzt und alle Beziehungen, in denen n-Punkt-
Funktionen mit n > n0 + 1 vorkommen, vernachläs-
sigt werden. Nach Gl. (2.9) bedeutet das Faktorisie-
rung der n-Punkt-Green-Funktionen mit n ^ > n 0 und 
Überführung des unendlichen Systems der Bewe-
gungsgleichungen in ein Näherungssystem, das nur 

zu den Zwischenzuständen j It), j / 2 ) , . . . , \lm) ge-
hörende re-Punkt-Green-Funktionen mit n < n 0 ent-
hält. Die einfachsten nicht-trivialen Fälle sind n0 = 3 
und n0 = 4. Das Ausmaß der Verallgemeinerung er-
kennt man bereits bei der Faktorisierung der Vier-
punkt-Green-Funktionen 

(Ii\TV2V,V\' Vl\/;•); i,y' = l , 
wo 

Vhh ( 2 , 1 | 1 , , 2 , ) = 0 ; i,i= 1 

gesetzt wird: 

</,| 7-3*2 < 2 - 1 0 ) 

= i [ - 2 2 (Ii I t v m I i h ) (7it I t vi(2) v\. v \ 17;) 
i ( l ) , i (2)= l h = 1 

2 m 
- 2 2 ( / i ! ^ v i | 7;,) (7;-, | t w m | 7;) 
i(l),i(2) = l h = 1 

2 ^ 
+ 2 « ^ f 2 ) 2 (/, 1 t ^(1)' 14) <41 r ^ v m I h) i(i),;(2) = i A=i 

2 m 
+ 2 2 { h \ t v 2 v , v ) w I i h ) (ih | t v){2y j ij) 
;(1),;(2) = 1 h = l 

m m 
+ 2 < / , I t v2 v t I l h ) ( i h I t v i v i \Ij) + 2 (Ii\t v i v i 1 4 ) ( 4 1 r ^ vx17;.) 

2 2 Tft 

+ 2 2 a i i 1 ^ ö{a)'p 2 </i I r yyi(D ^i(i)' 14) (41T vm v)(2y 17;-)] 
i(l),i(2) = l ;(1),;(2)=1 /, = 1 

2 2 m m 

- 1 2 2 2 2 
i(l),i(2) = l ;(1),7(2)=1 = 1 

• [ _ 4 ( 1 ) ' j ( 2 ) ((7t-1 t v m 1 4 ) ( 4 I t v m 1 4 ) ( 4 1 t v)ay v)(2y I ij) 

+ (Ii IT v m 1 4 ) ( 4 1 t v)(\y v){2y 1 4 ) ( 4 1 r ^i(2) 17,) 

+ {7; i t v ) w v){2y 1 4 ) ( 4 I t v m 1 4 ) ( 4 I t v m 17,)) 

+ ^ ( 2 ) ^KD.KS) v m \ l h ) (ih I t v](1y | i j t ) ( 4 I t v)(2y I ij) 

+ (ii I t v)(1y 1 4 ) ( 4 1 7 1 vi(2) v m 1 4 ) ( 4 1 r v}i2y \ i,) 

+ (ii\T v ) w 14)(41t v)(2y 14)(41t vi(2) v m | I j ) ) 

+ d \ ( s ( 2 ) € h ( 2 ) « i i \ t v m 1 4 ) ( 4 1 t v}(1y 1 4 ) ( I j , I r |Ij) 

- </, | r vm14) ( 4 1 r v)(1y 1 4 ) ( 4 1 t v){2y \i 

- (A 17 ^/d)' 14) (41 r ^id) 14) (41vi(2) v](2Y 17;-) 

+ ( / i 1 ^ 5 ( 1 ) ' 1 4 ) ( 4 1 ^ ^i(i) 5P}®' 1 4 ) ( 4 1 T vi(2) 17y) 

+ < / , | r ^ ( D ' 1 4 ) ( 4 1 t vi{2) 1 4 ) ( 4 1 r 17,) 
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- ( / , I T F)w I /,,) (Ih I T I /,,) (Ijt I T xFm) | / , » ] 
2 2 m m m .,„ 

+ 1 2 2 2 2 2 
i( l), i(2)=l ;(1),7(2) = 1 = 1 ;. = 1 ;s = l 

* [ - (A I ' I ' m I 4 > ( 4 I ̂ 5(2)' | /;,) ( 4 | !P,(1) ! 4 ) ( 4 I I / , ) 

+ (A I ̂ d ) ' 1 4 ) ( 4 1 SP«« 14> ( 4 1 ^(2)' 1 4 ) ( 4 1 ^ 1 4 

- (A I 1 4 ) ( 4 1 T m 1 4 ) ( 4 1 ^ m 1 4 ) ( 4 1 ^ V I 4 

- (A I ̂ id) 1 4 ) ( 4 1 Tlay 1 4 ) ( 4 1 ^(2)' 1 4 ) ( 4 1 IA> 

+ (A I ̂ ( D 1 4 ) ( 4 1 yJa)' 1 4 ) ( 4 1 ^(2) 1 4 ) ( 4 1 I A) 

- < AI 1 4 ) ( 4 1 ^(2) 1 4 ) ( 4 1 ! 4 ) ( 4 1 IA>] • 
Diese Faktorisierung der Vierpunkt-Green-Funktion wird wesentlich vereinfacht, wenn man nur Zwischen-
zustände mit den Teilchenzahlen W und ! N ± 2 zuläßt: 

(Ii\TW2Fl Stf. !Pj,|/,) 
m 

+ i 2 (AI?1 ^2 1 4 ) ( 4 1 r K V i I 4 
h -1 

m + 
+ 1 2 (A I 7 IPr ^2 1 4 ) ( 4 I T F2 V11 / , ) (2.11) 

;'i = i 

2 9 wz 
+ 1 2 2 d ^ ö ^ p 2 (A | T Wi(1) ¥){ly | lh) (Ih | T ^5(2)' I /;) . 

i( l), i(2)=l 7(1),7(2) =1 ji = 1 

In dieser Formel sind einige aus der Vielteilchentheorie bekannte Spezialfälle enthalten. 
(I) Hartree-Fock-Theorie: m = 1; | / 1 ) = | 0 , ^ ) ; 

(0, W | 71 F 2 W{ ¥t | 0, TV) = (0, TV | T V, | 0, W ) (0, TV | 71 W2 \ 0,N) 

— <0, TV i TF ,F l | 0, TV) | T !F2 tf^ .0,TV>. (2.12) 
(II) Hartree-Bogoliubov-Theorie: 

m = 2; |/1) = |0,5V);i /o)=|0,W + 2 ) ; 

(0,TV|r ^ i f r 

= (0,TV| TW, xI'l |0,^J)(0,TV|r F,XF\ |0,TV> 

- ( 0 , T V | TFX |0 ,TV) (0 ,W|r F2xF\ |0,TV) 

+ i(0, TV| 71 ^2 Fx | 0, TV + 2) (0,TV + 2 | 71 Ĵ- Fl |0,W); 
(0,'^\T¥s¥2¥1 F\- | 0, TV + 2) 

= h[{0,N\T¥1 xFl\0,<N){0,?J\T¥3 F2\0,N + 2) (2.13) 

~ ( 0 , W | T F 2 XF\ | 0,TV + 2 ) 

+ {0,N\T¥3 Wl.\0,N)(0,N\TlF2 Fx | 0,TV + 2 ) 

+ ( 0 , W | r W2 XF, | 0, TV + 2) (0,N + 2\T W3 XF\ |0,W + 2) 

- < 0 , W | TxF3xI\ | 0, TV + 2 ) {0,N + 2\T W2 Fr |0,TV + 2) 

+ W3 xF2\0,N + 2) ( 0 , W + 2| TW, !^Mo,TV + 2 ) ] . 

Obwohl die Gl. (2.13) sich durch Austauschterme für die Zwischenzustände von den Gin. (1.1) unter-
scheiden, führen beide Faktorisierungen zur Hartree-Bogoliubov-Theorie. 
Wir untersuchen in den folgenden Abschnitten einen dritten, bisher unbekannten Sonderfall. 
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(III) Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen: 
( / j ) , I/o), | Im) sind m Zwischenzustände der Teilchenzahl SV; 

(Ii | T V2 V, Vi Vi | Ij) 
m 

= i 2 [ ( I i IT vx v i 1 4 ) ( 4 1 y jpJ 17;) 

- (/, I r V2 Vi I 4 ) ( 4 I T Vi Vi I / , } (2.14) 
~(h\TVi Vt I 4 ) ( 4 I T v2 vi \i}) 

+ (/,-1 T V2 Vt 1 4 ) ( 4 I T Vi vi I/,.)] ; 
i , / ' = l , 2 , . . . , m . 

Dies ist die nächstliegende Verallgemeinerung der Hartree-Fock-Theorie. 

2.2. Die Funktionen-Methode mit Zwischenzuständen 

2.2.1. D i e C - R e g e l m i t Z w i s c h e n z u s t ä n d e n 

Die »/-Funktionen-Methode überführt das unendliche System der Bewegungsgleichungen in ein end-
liches, aber nicht-lineares Näherungssystem. Da es mit der Anzahl der Zwischenzustände 

l / i ) , | / 2 ) , . . . , |/m ) ( 0 < m < oo) (2.15) 

immer komplizierter wird, versucht man, Mehrpunkt-Green-Funktionen der Art 

(Ii | T Vk ...Vi Vi . . . Vi' | B); ( / {| ß ) = 0 ; i = l , . . . , / n ; k,l= 1 , 2 , . . . , (2.16) 

durch lineare Näherungssysteme zu bestimmen. Will man dabei die mit der ^-Funktionen-Methode berech-
neten Mehrpunkt-Green-Funktionen verwenden, so hat man die Mehrpunkt-Green-Funktionen (2.16) nach 
der nächstliegenden Verallgemeinerung der Dürr-Wagnerschen f-Regel 8 zu faktorisieren. 

Wir führen neue Mehrpunkt-Funktionen t / fß (k, . . . , 1 | l ' , . . . , / ' ) dadurch ein, daß wir die erzeugen-
den Funktionale 

00 k\l\ (k'i) , , 
ZijB[u, ü] = 2 'k']~ CijB (k, . . . , 1 I l \ . . . , / ' ) ük . . . üi Ui' ... Uf;j= 1, . . . , m, (2.17) 

k,i=o i 
zur Spalte 

(ZIjD[u,ü]) (2.18) 
zusammenfassen und die Gleichung 

m 
%ltB [u,Ü] = 2 [u,ü] ZhB [u,ü] (2.19) 

7 = 1 
fordern. Das ist bereits die C-Regel mit Zwischenzuständen in Funktionalform. Ein Vergleich der Koeffi-
zienten von ük ... ül uy'... U/' liefert die t-Regel mit Zwischenzuständen die, abgesehen von den Summatio-
nen über die Zwischenzustände, dieselbe Gestalt hat wie die Dürr-Wagnersche t-Regel: 

(k, ...,l\l', ...,l') = (Ii\T Vk...Vi V i . . . Vi | B) 
k+1-1 k k k k l I I I 

+ 2 ( - D " 2 2 2 . . . 2 ' 2 2 2 - . . 2 
n = 1 i(l),..., i(k) = 1 x, = 0 *j = *, x„ = x„-i 7(1),..., 7'(Z) = 1 = 0 X. = X, Xn =/.„-i 

v / , j \ / j. V ,«(1), • • •, i(xi),i(x. + l),...,i(*s),..., i(x„ +1),..., i(k) ( 2j(«|" Xi-1 + Xt- Xt-t) (« - *f) ^ 
' l — 1)r1 l, ..., *i, *i + i, ..., xt, ..., x„ + i,...,& 

VRRRRR, I ^ R R R : Z . 2 , 2 - 2 ( 2 . 2 0 ) 

• (1-^.0^.0) (IilTVi(xi)...Vi(1)Vfmy...Vj(Xlyjlj1) 

• (1 - K-xt,o < V * „ o ) ( 4 I T ViM . . . y f 0 f t + 1) V}(xl + ly . . . !P} (It). | 4 ) 

• (1 — <5xn-i„-i, 0 ) ( 4 - 1 I T Vi(Xn) . . . Vi(,CN_1 + 1) V)an_l + iy ... V)(lny ! 4 ) 

• ( 4 | 7- . . . WKmu + 1] V}^1 + iy . . . V){ly | B) . 

Für Gl. (2.20) gelten dieselben Erklärungen wie für Gleichung (2 .9 ) . 
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2.2.2. D i e F a k t o r i s i e r u n g d e r V i e r p u n k t - G r e e n - F u n k t i o n e n n a c h d e r t - R e g e l 

Die C-Funktionen-Methode ist dadurch definiert, daß alle n-Punkt-t-Funktionen mit n^>n0 gleich null ge-
setzt werden und alle Beziehungen, in denen /i-Punkt-Funktionen mit 7i>7i0 + 1 vorkommen, vernachlässig 
werden. Nach Gl. (2.20) bedeutet das Faktorisierung der n-Punkt-Green-Funktionen (2.16) mit n7>.n0 

und Uberführung des unendlichen Systems der Bewegungsgleichungen in ein Näherungssystem, das linear 
in den n-Punkt-Green-Funktionen (2.16) mit n < n 0 ist. 

Da die t-Regel (2.20) dieselbe Struktur wie die 77-Regel (2.9) hat, brauchen wir die der Gl. (2.10) ent-
sprechende Faktorisierungsformel nicht anzugeben. Sie wird wesentlich vereinfacht, wenn man nur Zwi-
schenzustände mit den Teilchenzahlen IN und TV + 2 zuläßt: 

m 
(Ii \tv2VX Vi Vi | b)= 2 (It I t V2 Vx | lh) ( / ,- | t Vi Vi | b) -

ii = i 

+ 2 (Ii\t t\> vi I lh) (/,• I t v2 vx! b) (2.21) 
/,=1 

2 2 ffi 
+ 2 2 ^ ' i ® 2 (Ii\T Vi{X) V){xy 1/,,) (7, ] T V m I B); i(l),i(2) =1 ;(1),;(2) = 1 ;. = 1 

(7,-1 ß ) = 0 ; i = l,..., m. 

In dieser Formel sind zwei aus der Vielteilchentheorie bekannte Spezialfälle enthalten. 

(I) RPA: 77i = l ; | / i > = | 0 , ^ > ; 
(Man muß also die Hartree-Fock-Gleichungen gelöst 
haben.) 

(0,IN| TV2VX Vi Vi I B) 

= (0, IN | T Vx Vi | 0, TV) (0, TV | T V2 Vl\B) 

-(0,'N\TV2 vi | 0, TV) (0, IN I T Vx vi I B) 

- (0, W I TV, vi \0,K)(0,N\T¥2 Vl\B) 

+ (0, TVI T V2 v i I 0, TV) (0, TVI T Vx VM B) . 
(II) Quasiteilchen-RPA: 
m = 2; |/i)=|0,W); | 72) = |0,IN + 2) . (2.22) 
(Man muß also die Hartree-Bogoliubov-Gleichungen 
gelöst haben.) 

( 0 , W | TV2V1 vi Vl\B) 

= (0, TVI t Vx v i I 0, IN) (0, TVI T V 2 Vl\B) 

-<O, in | t v 2 v I |o,iN)(o,iN|R vx v i | B) 

- (0, TVI T Vx v i I 0, TV) (0, TV I T V2 v i I B) 

+ (0,^\TV2Vl | 0 , I N ) ( 0 , TV | 71 Vx Vi | B) 

+ ( 0 , N \ T ¥ 2 ¥ x \ 0 , N + 2 ) 

• (0,IN + 2 | T Vi Vi \B); (2.23) 
usw. 

Eine wesentliche Verbesserung von RPA ist 
(III) RPA mit Zwischenzuständen: 

j I x ) , 17o), . . . , j I,n) sind Zwischenzustände der Teil-
chenzahl IN. (Man muß also die Hartree-Fock-Glei-

chungen mit Zwischenzuständen gelöst haben.) 

(Ii \TV2Vx Vi Vi | b) 
m

 * * 

= 2 [(ii\TVlVl\ljl)(ih\TV2Vl\b) 

~(h\tv2 Vl\Ih)(Ih\tvx Vl\b) 

- ( h \ t v x Vl\lh)(lh\tv2 Vl\b) 

+ (Ii\TV2 Vl\Ih)(Ih\TVx Vl\ b)] ; 

i = l , . . . , m . (2.24) 

3. Eine Anwendung der ?7-Funktionen-Methode: 
die nicht-relativistische Hartree-Fock-Theorie 

mit Zwischenzuständen 

Wir wenden uns aus zwei Gründen der Hartree-
Fock-Theorie mit Zwischenzuständen zu: 
1. Sie ist ein einfaches Resultat unseres Verfahrens. 
2. Sie ist sehr verwandt der „generalized Hartree-

Fock approximation (GHFA)" von Kerman und 
Klein 1 1 - 1 3 , mit der wir uns nach Aufstellung 
eines Lösungsverfahrens kritisch auseinanderset-
zen werden. 

Die Abhänderung von GHFA lohnt sich, da die 
Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen hermi-
tisch formuliert werden kann. Das führt zur Auf-
stellung eines Lösungsverfahrens und zur Einsicht, 
daß die Hartree-Fock-Theorie mit Zwisdienzustän-
den, ähnlich der Multi-Konfiguration-Methode von 
Roothaan und Fäßler 1 4 - 1 6 , den Nachteil hat, die 
Konfiguration offen zu lassen. 
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Wir gelangen zur Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzuständen, wenn wir in den Bewegungsglei-
chungen die Vierpunkt-Green-Funktion gemäß (2.14) 
faktorisieren. Dadurch entkoppeln die Vier- und 
Mehrpunkt-Green-Funktionen von den Zweipunkt-
Green-Funktionen, so daß ein Gleichungssystem für 
die Zweipunkt-Green-Funktionen 

( A \ T V M ' \ B ) x | A ) , | B) 
E F L M , |/»> | / «>> ( 3 . 1 ) 

übrigbleibt. 
Im Grenzfall t2 =2 e; tx' = e; tx = — e; t2 = — 2 £; 
£ > 0 ; £ - > 0 ist 

(A | oo' °r a\a2\B) 
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= il[(A\ai «i|/)(/|4- a2\B) 

- (A \ar a2\l)(I\al a2\B) (3.2) 
- (A | at ai|/)(/|ar a2\B) 

+ (A\al a2\l)(I\afr ajß)] . 

Wir führen diese Faktorisierung in die Bewegungs-
gleichungen ein, indem wir die Matrixelemente des 
Kommutators [H, a9f a p ] , wo 

a\-ahait 

(3.3) 
V , »I , »I, U 

der Hamilton-Operator ist, zwischen den Zuständen 
M ) , | ß ) e { | / 1 ) , | / 2 ) , . . . , | / w ) } bilden: 

(A | [H, aj ap] | B) = 2 (A | aw ap\B) 7**'* + I 2 F'V'V,?*, (A | a[. a{. ah ap\B) 
«r «v, ii\h 
- 2 (A | V flfc | B) - i 2 W M (A | af al ah au\B) (3.4) 

»1 V, »1,»S 
und annehmen, daß die Zustände |A), |/) £ { | / i ) , l ^ ) ? •••» l^m)} als angenäherte Eigenzustände 

von H nicht nur die Faktorisierungseigenschaft haben, sondern auch Eigenzustände des „Quasiteilchenope-
rators" h sind: 

h\A)=üA\A), (3.5) 

der bei der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen H approximiert. Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzuständen : 

2 (Qa - ÜB) (A | oj ap\B)= 2 (A | «!,< ap | B) + 2 P'^'V,^ (A | a{. ap | /) (/1 af,- ak | B) 
»Y «Y, »V. »i.1 

- 2 7 ^ M I afl I B) - 2 1 W , W I a], at- | / ) (/1 V a . | 
i , i j ' , i „ i „ / 

+ 2 (3.6) 
«r »Y, V, «i, / 

- 2 ^ M | aflt at | B) - 2 (A | aj a,, | / ) [ / | al- ait | B>; 
i. »Y, *i, «'s, ' 

Wir bringen diese Gleichungen in eine übersichtlichere Form durch Einführung der verallgemeinerten 
Dichtematrix 

QAB = (A \AJ aa\B) 

und der verallgemeinerten Hartree-Fock-Matrix 
rab 

Hab =7aböAB+2 Val''bl qab : 

2//-v r\ \ ac V / i t kc r-if ak kc . ak otÄc rijak kc v1 oa <-xt m 
( Ü A - Ü C ) QAC = 2 \QAK RLKC — JIAK QKC + QKC JIAK -JIKC QAK) 5 1 QA.4 = T V . ( 3 . 6 ) 

o 

(3.6) ist ein Gleichungssystem für die verallgemeinerte Dichtematrix [Qab ) ; die Eigenwerte Q A des Quasi-
teilchenoperators h spielen hier die Rolle von Hilfsgroßen; ihre Bedeutung wird bei der Aufstellung eines 
Lösungsverfahrens klar. Mit der Dichtematrix liegen alle Matrixelemente von Ein- und Zweiteilchen-Opera-
toren zwischen den Zuständen | ) , |/2), . . . . , \lm) fest; so sind in unserer Hartree-Fock-Näherung die 
Energien des Vielteilchensystems die Erwartungswerte 

(3.7) 

(3.8) 
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(A\H\A)= 2 J^i^(A\avail\A)+i 2 (A | 4 ar ah ait\A) 
ii'i h • V, t„ ij 

(3.9) 

Es gibt demnach zwei Möglichkeiten, die Energien des Vielteilchensystems zu berechnen: Gl. (3.5) oder 
Gleichung (3 .9 ) . Da die Eigenwerte Q j zu Hilfsgrößen erniedrigt worden sind, ist die Konsistenzbeziehung 

QA=(A\H\A) ( 3 . 1 0 ) 

nicht automatisch erfüllt. Daher ist (3.6) durch (3 .10) zu ergänzen. Die Lösungen von (3.6) treten paar-
weise auf, weil mit Qjb auch 

v nb nb 
QAB = QBA (3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

eine Lösung ist. Das Gleichungssystem (3.6) hat in o die Gestalt 

- 2 (Ü A - Q C ) = 2 {QAK HKC - W a k Okc +O/v0 JJ'AK -WkcQA~IK) ; 2 QAA ='AT . 
k,K a 

Die beiden Lösungen liefern wegen 

2 J M q W + 1 2 V W ' U q O ' ' qW = 2 qaä + i 2 v w m q W qü' 
it',ii it', ii', l'i, it, I h\h JY> lY> hi '»> l 

dieselben Energieerwartungswerte. Die zweite Lösung Q scheidet aus, da zu ihr die Eigenwerte — Oa und 
die Energieerwartungswerte (A\H\A) gehören, die Konsistenzbeziehung (3.10) also nicht einmal nähe-
rungsweise erfüllt ist. 

Aus (3.6) folgt eine Orthonormierungsbedingung für die Zwischenzustände: 

(ÜA-QC){A\N\C) =0, d.h. (A\N\C) = W q A C . ( 3 . 1 4 ) 

4. Ein Lösungsverfahren für die Hartree-Fock-
Theor ie mit Zwischenzuständen 

4.1 Zwei Arten hermitischer Dichtematrizen 

Wir geben in diesem Abschnitt ein Lösungsver-
fahren für das Gleichungssystem (3.6) an, das als 
Gleichungssystem für die verallgemeinerte Dichte-
matrix (Qab) aufzufassen ist. Ausgangspunkt unse-
rer Überlegungen ist die Beobachtung, daß die ver-
allgemeinerte Dichtematrix auf zwei verschiedene 
Arten als hermitische Matrix aufgefaßt werden 
kann. Aus der Definitionsgleichung (3.7) folgt 

ab ba x / • n \ 
QAB = QBA • (4.1) 

Wir können hier entweder die übereinander stehen-
den oder die quer übereinander stehenden Indizes 
zu einem gemeinsamen Index zusammenfassen; im 
ersten Fall erhalten wir die Matrix 

AA) (B) _ NAF-
- — - AB ' 

und im zweiten die Matrix 
OFT] [B] = GFLFT 

(4.2) 

(4.3) 

Offensichtlich sind nach (4.1) 

q(a) (b) _ 0(ß) (S)X . [ß] _ 0 [ l ] [5]* _ (4.4) 

Wir benutzen oft eine einfachere Schreibweise: 

Q(Ä)(i)=Q%. Q['][°]=YAB. (4.5) 

Da die verallgemeinerte Dichtematrix auf zwei Ar-
ten als hermitische Matrix aufgefaßt werden kann, 
kann sie auch auf zwei Arten durch eine unitäre 
Matrix diagonalisiert werden: 

e ( i ) ( i ) = 2 UAT & UBT* ; (4.6) 
t,T 

q[a] [I] = 2 v^ M •gi'r] &]" t ( 4 < 7 ) 

t.T 

Bei positiv-definiter Norm im Hilbert-Raum sind die 
Elemente der reellen Diagonalmatrix ( ß ^ ) nach 
oben und die Elemente der reellen Diagonalmatrix 
( o ^ ) nach unten beschränkt; aus (3.7) und (4.6) 
folgt 

o £ r ) = 2 Vatx (A\aJaA\B)V 
bt 
BT 

a, A 
b.B 

1 - ( 2 H a t 
A, A b.B 

(4.8) 
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aus (3.7) und (4.7) folgt 

a,A b,B a, A 
b,B 

Wir bezeichnen (Qab) nach (4.6) faktorisiert mit {Qab (U,Qd)) u n d nach (4.7) faktorisiert mit 
(qab [V,qD]) • 

Nach Gl. (3.8) übertragen sich die Eigenschaften (4.1) bis (4.7) der verallgemeinerten Dichtematrix 
auf die verallgemeinerte Hartree-Fock-Matrix. 

4.2. Die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen als Variationsproblem 

Wir zeigen, daß (3.6) nur als Gleichungssystem für die unitäre Matrix I i (bzw. V ) und nicht für die 
Diagonalmatrix [bzw. (£ ] aufzufassen ist; die Diagonalmatrix ( q $ ) [bzw. wird viel-
mehr durch Symmetrien und andere Randbedingungen des Vielteilchensystems bestimmt. Dazu formulie-
ren wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustä nden als Variationsproblem. Da aber die verallgemei-
nerte Dichtematrix auf zwei Arten faktorisiert werd en kann, existieren zwei Variationsprobleme. 
(I) Zu jedem ( q ^ ) werde ein „kritisches" 1A so bestimmt, daß für die Erwartungswerte (3.9) 

£ K ( V , qd) = 2 YA'A qkk (U, qd) + I 2 VA'B'>AB Qk 'i (V, qd) qb,bk ( V , qd) = Extremum (4.10) 

a',a a',a,b',b,I 

gilt unter den Nebenbedingungen 

2qkkk (u,qd) k = i u i 2 , . . . , i m . k 
Die Variationsgleichungen für das Variationsproblem (4.10) . 

Wir differenzieren den Ausdruck 

kk(u,qd)=£k(u,qd) +^k)[lqkkk(.v,qd) - W ] + 2 &kqp (upt ufa* -ö™öpq) , (4.11) 
k p,P 

t,T 
wo Ok] reell; & k9qpp = ® / p V (4.12) 

Lagrange-Multiplikatoren sind, nach den Elementen der unitären Matrix TA. Die Variationsgleichungen 
lauten: 

SHMqd) ah SHMQD) 
L Z ^<7 rcb X Mab i ~~ Z ^irfb X H e ß 
b,B,K OUcB b, B, K (JUAB 

= 2 [qak (U, qd) Ukkc (V, qd) - Hak (V, qd) qkc ( V , qd) ] - (Ü(a] - ) qac (V, qd) = 0 , (4.13) 
k, K 

wobei noch die Nebenbedingungen 

2 e ü (Xf, £>/,) = W (4.14) 

zu erfüllen sind. 

Da Lösungsverfahren für die Hartree-Bogoliubov-Theorie bekannt sind, macht die Lösung des Glei-
chungssystems (4.13) , (4.14) keine Schwierigkeiten: Wir bestimmen die kritische unitäre Matrix v durch 
Diagonalisieren der hermitischen Matrix ["Hak (U, Qd) + DAK öakQ[a ]: 

2 Maakk (V, Qd) + ^ DAK ] VKKBB D ö ) , (4.15) 
k, K 

wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren Ü(a SO zu wählen sind, daß die Nebenbedingungen (4.14) er-
füllt sind. 
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(II) Zu jedem ( i ^ ) werde ein „kritisches" v so bestimmt, daß für die Erwartungswerte (3.9) 

[v, qd] = i 7a'a qkk [v, qd] + 1 2 ra'b''ab qki [v,0d] qik [v, gd] = Extremum (4.16) 
a',a a'.a.b',b 

l 

gilt unter den Nebenbedingungen 

2 qkk [v,Qd]=w; k = i u i , , . . . , i m . 
k 

Die Variationsgleichungen für das Variationsproblem (4 .16 ) . 
Wir differenzieren den Ausdrude 

qd\ = E k I % hl + ( 2 qkk [V, oD] - W) + 2 FkH'p (V® M VW LT]x _ b n Ö p q ) , (4 .17) 
k p, p 

q,Q 
t,T 

OT reell; ¥ FFI = ¥ KPV (4 .18) 

Lagrange-Multiplikatoren sind, nach den Elementen der unitären Matrix v. Die Variationsgleichungen 
lauten 

37ik [v, g D ] _ .rc "I rft "ix 

1 , - ü r ä i ( 4 . 1 9 ) b, B, K b L d v ^ r v 

= 2 (qkc [V,QD]Hkak [T,QD] -Vakc [V,QD] 9 ak [V,QD]) + (ßf - ) qac [V,qD] = 0 , 
k,K 

wobei noch die Nebenbedingungen 2 qkk [v, £z>] = 5V zu erfüllen sind. (4 .20) 
k 

Die Lösung des Gleichungssystems (4 .19 ) , (4 .20) macht keine Schwierigkeiten: Wir bestimmen die kri-
tische unitäre Matrix V durch Diagonalisieren der hermitischen Matrix (Tf ak [V, + dak&ak ) : 

2 (hka [v, qd1 + q f ) vw B] = tffl m , (4 .21) 
k,K 

/o\ 
wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren Qa SO ZU wählen sind, daß die Nebenbedingungen (4.20) er-
füllt sind. 

2 qn] = 2 qkk (l (,qd)=mm (bzw. 2 = 2 qkk (4 .22) 
t,T k,K t,T k,K 

ist eine notwendige Bedingung, die Nebenbedingungen zu erfüllen. Wegen (4 .22) bleiben m — 1 Neben-
bedingungen übrig. Da in den Bewegungsgleichungen (4 .13) (bzw. 4 .19) nur die Differenzen Q - ü'c^ 
(bzw. Q ( T — Qc* ) der Lagrangeschen Multiplikatoren vorkommen, gibt es genau so viele linear unab-
hängige Differenzen wie Nebenbedingungen. Daher ist das Gleichungssystem (4 .13 ) , (4.14) [bzw. (4.19), 
(4 .20) ] widerspruchslos. Da wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen als Variationsproblem 
formulieren wollen, müssen wir die Äquivalenz der Variationsprobleme (I) und (II) beweisen. Die Äqui-
valenz wird durch den folgenden Satz gesichert, den wir ohne Beweis angeben: 
Zu jedem (oty) und einem zugehörigen kritischen u existiert ein ( j? / / ' ) und ein zugehöriges kritisches v, 
so daß 

(QAC [U, {>/)]) = (Qac [V, {?£>]) ist und umgekehrt. 
Wenn nun 

qac = qac (v, qd) = qac [v, od] (4-23) 

eine gemeinsame Lösung der Gleichungssysteme ( 4 . 1 3 ) , (4 .14) und (4 .19 ) , (4 .20) ist, können wir die 
Variationsgleichungen (4.13) und (4 .19) zu 

[ (O'T' - Q? ) - (Qf - Ü(c2) ) ] qTC - 2 (qak UKC - Hak qM + qKC Hak - H & qak ) (4 .24) 
k, K 
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addieren. Ein Vergleich mit (3.6) ergibt 

2 (ÜA - Q c ) = [ (-OT - Q c ] ) - ( O f - Ob2) ) ] . (4.25) 

Es ist nicht nötig, zur Bestimmung der Lagrangeschen Multiplikatoren Q A1, ü j ; A=IX, /2,..., Im, 
beide Gleichungssysteme (4.13), (4.14) und (4.19) , (4.20) zu lösen. Da eine Lösung o"f r nicht nur 
(4.13), (4 .14) , sondern auch (4.19), (4.20) befriedigt, ist auch Qac=Qca Lösung dieser beiden Glei-
chungssysteme : 

2 (QAK Ä f e - HAK ~QKC ) - ( Q ? - ) GAACC = 0 ; 2 QKK (4.26) 
k, K k 

2 CQ°KC WAR - Jitc ~QAK ) + (Q? - O?) VAC = 0 ; TQKK = A ' . (4.27) 
k, K k 

Diese Feststellung ist verträglich mit dem paar-
weisen Auftreten der Lösungen von (3.6). Damit 
haben wir gezeigt, daß das Gleichungssystem (3.6) 
der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen 
durch Berechnung der beiden zusammengehörigen 
Lösungen (Qac)» (QAC) entweder des Gleichungs-
systems (4.13) , (4.14) oder des Gleichungssystems 
(4.19) , (4.20) gelöst wird. Wenn dabei die Diago-
nalmatrix ((.ty) [bzw. (^/)T-')] so gewählt worden 
ist, d a ß d i e K o n s i s t e n z b e z i e h u n g ÜA=(A\H\A) 
(3.10) mindestens näherungsweise erfüllt ist, ist 
(QAC) die verallgemeinerte Dichtematrix, während 

als Lösung von (3.6) ausscheidet. 

4.3. Die Eigenwerte der hermitischen 
Dichtematrizen 

Wir haben in Abschnitt 4.2 die zu fest vorgegebe-
nen Diagonalmatrizen ( Q $ ) [bzw. gehören-
den Lösungen des Gleichungssystems (3.6) gesucht. 
Da wir aber kein Variationsprinzip zur Bestimmung 
der Eigenwerte Q ^ (bzw. j ? ^ ) kennen, machen wir 
den Vorschlag, die Eigenwerte Q ^ (bzw. ) der 
verallgemeinerten Schalenmodelldichtematrix £0 = 
(Q(0A){"B)) [bzw. £0 = zu nehmen. In der 
gewöhnlichen Hartree-Fock-Theorie z. B. sind sie 
entweder 0 oder 1. Da sie sich sehr langsam mit der 
Wechselwirkungsstärke ändern, werden sie die Kon-
sistenzbeziehung QA= (A H A) (3.10) gut erfül-
len. Die Lösungen des Gleichungssystems (3.6) sind 
durch die verallgemeinerte Schalenmodelldichte-
matrix nicht eindeutig bestimmt, weil im allgemei-
nen das Gleichungssystem (4.13), (4.14) Lösungen 
mit 5 l i e f e r t> d a s Gleichungs-
system (4.19) , (4.20) Lösungen mit Q $ 4= o ^ ; 
o W 
" D ~ V 0,1) ' 

4.4. Die Fortschritte gegenüber der „generalized 
Hartree-Fock approximation (GHFA)" von Kernian 

und Klein 

GHFA1 1 besteht, in unsere Schreibweise über-
tragen, aus den beiden Bewegungsgleichungen 

2 ( H K A [V] - <5** DAK £ A ) VW< = •• D' ; (50 » • ) 
/.-, K 

2 (Hak (u) + dak ÖAK £A) ukj[ = uaj T)> (57 " ) 
k, K 

mit 

HKA [V] = JakSKA+ 2 VAL''BLQLKA [v]; (51 » ) 
i,i 

QKA [V] = 2 V ^ ^ t H . (52 " ) 
i 

QAK (u) = BLV DAK - 2 uA u j x , 

( 5 4 " ) 

(55 » ) 

(60 " ) 

und den drei Nebenbedingungen 

2 QAK [V] = WDAK ; 
i 
iv r -. iv , v 

QAK YV\=QAK(U)-, 

£Ä=(A\H\A). 

Ähnliche Gleichungen sind uns in den Gin. (4.21), 
(4.15), (3.8) , (4.7) , (4,6) , (4.20), (4.23), (3.10) 
begegnet. Die Bewegungsgleichungen ( 5 0 n ) und 
( 5 7 n ) weisen gegenüber den Gin. (4.21) und 
(4.15) einige Mängel auf. 
1. Kerman und Klein haben sie durch Einschieben 

eines vollständigen Satzes von (W — 1) -Teilchen-
Zuständen j SA7 — 1, i ) [bzw. (W + 1) -Teilchen-
Zuständen | 5 V + 1 , / ) ] hergeleitet. Daher ist dei 
Wertebereich des Index i in v^1 (bzw. des Index 

* Gleichung ( 5 0 n ) bedeutet Gl. (50) aus der Arbeit von 
Kerman und Klein 
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j in ua ) unbestimmt. Das ist nicht der Fall bei 
der Neuen Tamm-Dancoff-Methode, wo nirgends 
vorausgesetzt wird, daß die Zwischenzustände 
einen vollständigen Satz bilden. 

2. Kerman und Klein erheben noch die Forderung 

Üa' = — QA^ - £A, 

die nach (4 .26) , (4.27) jede Lösung unmöglich 
machen kann. 

3. Kerman und Klein normieren die Eigenvektoren 
( v ^ ^ a [bzw. {ua) a ] nicht auf 1, weil Nor-

mierung auf 1 ihre Deutung erschweren würde. 
Wir haben den Wertebereich von i (bzw. j) festge-
legt: 

« = { [ J ] } (bzw. { / } = { ! } ) , 
und gezeigt, daß die ersten fünf Gleichungen von 
GHFA als Gleichungen für die auf 1 normierten 
Eigenvektoren aufzufassen sind, und daß die Nor-
mierungsfaktoren, d. h. im wesentlichen die Eigen-
werte (bzw. Q^p) der Dichtematrix, durch die 
letzten beiden Gleichungen von GHFA nur unvoll-
ständig bestimmt sind. Trotzdem darf man nicht, 
wie Kerman und Klein in (B 11 n ) , 

. r y f l für i ^ N ; 
Q d 10 für 

setzen, weil diese Festlegung nicht mit dem Schalen-
modell verträglich ist und jede Lösung von (60 n ) 
unmöglich macht. 

Diese hermitische Formulierung hat es uns sogar 
ermöglicht, die Gleichheit der Gin. ( 5 0 n ) und 
(57 n ) nachzuweisen und auf die nicht-diagonalen 
Nebenbedingungen in (54 11) zu verzichten. Damit 
haben wir GHFA auf die Gin. (4 .21) , (4.20) und 
(3.10) reduziert. 

5. Anwendung der Hartree-Fock-Theorie mit 
Zwisehenzuständen und von R P A mit Zwischen-

zuständen auf das Lipkin-Modell 

Wir erkennen bereits am exakt lösbaren Lipkin-
Modell 17, daß in gewissen Energiebereichen auch 
die höheren Näherungen von RPA, d. h. die höhe-
ren Näherungen der C-Funktionen-Methode von 
Dürr und Wagner8 und Sawicki18, versagen, und 
daß dieser Mangel durch Einführung zusätzlicher 
Zwischenzustände behoben wird. 

Der Einteilchenraum des Lipkin-Modells besteht 
aus zwei (2 ; + l)-fach entarteten Schalen entgegen-

gesetzter Parität. Wenn man die zugehörigen Erzeu-
gungsoperatoren mit al-,«, 

k= 1, — , 2/ + 1; 0= - 1 , - 1 , 
bezeichnet, ist 

H=exo+ ~ ( r + 2 + rJ) (V=-\V\) (5.1) 

mit 
2; +1 

r0 = l{r]+-rj_) ; rj±= 2 ol ,±io& t±i; 
Ä = 1 

2j +1 

= 2OÄ.+I «Ä,-I; x - = ( T + ) f » 
k = 1 

der Hamilton-Operator. Da ff mit dem Gesamtdreh-
impulsoperator 

T2 = ! ( T + r_ + r_ r + ) +• (5.2) 

kommutiert, lassen sich die Eigenzustände jA) von 
ff nach der Gesamtdrehimpulsquantenzahl J klassi-
fizieren: 

r2\A) = 7(7 + l)\A). (5.3) 

Wir besetzen die untere Schale vollständig: 

W = 2 / + l . (5.4) 

Dann ist 

| <&0) = a! ;_i a t - i . . . a ! r , - i j vacuum) (5.5) 

für V = 0 der Grundzustand von ff. 

Wegen 
/ W 

2 T + 1 (5.6) 

beschränken wir das Eigenwertproblem von H auf 
den durch 

7 = W/2 (5.7) 

charakterisierten Unterraum. Für "V = 0 ist 

| * i ) = ( 1 / > W ) t + | $ 0 ) (5.8) 
+ 

der niedrigste angeregte Zustand in diesem Unter-
raum. Die Matrixelemente 

= 0 ; ( ^ o h - l ^ o ) 
= 1 ; = W - 1 ; 

{ & 0 \ r + | = 0 
(5.9) 

kommen in der verallgemeinerten Schalenmodell-
dichtematrix Q0 vor. 

Wir begnügen uns bei der Anwendung der Har-
tree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen auf das 
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Lipkin-Modell mit zwei Zwischenzuständen j I t ) , 
|/«>. 

l / j ) sei der Grundzustand 0} von H, |/2) der 
erste angeregte Zustand j 1 ) . Sie gehen für V gegen 
0 in die Zustände j <P0) und j über: 

Man kann verlangen, daß ihre Näherungen, ebenso 
wie die exakten Zustände, entgegengesetzte Parität 
haben. Folglich gehen aus den Gin. (3.6) und (3.10) 
die Gleichungen 

= (5.11) 

N=(0\r]++rl_\0) =(l\r)++V_ | l ) ; 
(5.12) 

ß 1 - ß 0 = ( l | f f | l ) - <0|ff |0) 
= e ( ( l h + | l ) — (0 | + | 0 ) ) (5.13) 

hervor, wo 
/(o\r]+\oy 0 0 <o|r_|i>\ 
0 ( O l ^ - l o ) (o ! t+ 11> 0 

lo <1 T_|0> <1|17+|1> o I 
K 1 | T + | 0 > 0 0 < l b _ l l > / 

(5.14) 

und 
V(0 |t + 11) 

!H = 
V(0 |t_ 11) 

V , 

^<I|T+|O) - - K f l i - f l , ) o 
(5.15) 

^<l|r_|0> 0 

sind mit 

Daher sind beim Lipkin-Modell die Gleichungs-
systeme (4.13) , (4.14) und (4.19) , (4.20) iden-
tisch. 

Unter der Voraussetzung, daß die notwendige Be-
dingung Spur Q = 2 5V erfüllt ist, bilden die Gin. 
(5 .11) , (5.12) ein Gleichungssystem für die unitäre 
Matrix Ii der Faktorisierung q = Ii qp Uf. 

Ein zweiter Eigenwert der verallgemeinerten 
Dichtematrix Q ist durch Gl. (5.13) bestimmt. Da-
her bleiben zwei Eigenwerte offen. Die Spezifizie-
rung (5.10) legt die Eigenwerte von q für V = 0 
fest: 

eCU-1; (2) (3) «T 
Qo,D = £o,D =AI; go% = 1 . (5.16) 

Wir benutzen die Eigenwerte (5.16) audi für 
V 4= 0, obwohl wir in diesem Falle auf die Erfüllung 
der Konsistenzbeziehung (5.13) verzichten. Damit 
begehen wir keinen großen Fehler: Q t — Q 0 ist als 
Lagrangescher Multiplikator in einem Gleichungs-
system für die unitäre Matrix Ii eine langsam ver-
änderliche Funktion der Eigenwerte, während die 
Differenz ( l | # | l ) - ( 0 | t f | 0 ) eine schnell ver-
änderliche Funktion ist. Da man die Eigenwerte 
(5.16) im physikalisch interessanten Energiebereich 
höchstens um 1% abändern muß, um die Konsistenz-
beziehung (5.13) zu erfüllen, ist Q 1 — Q 0 die bes-

sere Näherung für die Energiedifferenz der Zu-
stände | 0 ) , 11). Daher wird in Abb. 1 die Energie-
differenz der Zustände |0), |l) durch — Q 0 wie-
dergegeben. 

Mit diesen Ergebnissen gehen wir in RPA mit 
Zwischenzuständen (2.24) hinein und berechnen 
die Energiedifferenz des ersten und zweiten ange-
regten Zustands. Der zweite angeregten Zustand ist 
durch 

B)=\2) 

definiert. 

= 
j / 2 W ( W - l ) 

(5.17) 

Abbildung 1 zeigt, daß schon zwei Zwischenzu-
stände ausreichen, die Energiedifferenzen entschei-
dend gegenüber der dritten Ordnung der £-Funk-
tionen-Methode von Dürr und Wagner und Sawicki 
zu verbessern. Wie bekannt, ist die erste Ordnung 
ihrer Methode RPA, und wird in dritter Ordnung 
die 8-Punkt-Funktion faktorisiert. Nach Abb. 2 wer-
den durch die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen-
zuständen auch die Übergangsmatrixelemente 
(1 5 r_ | 0 ) und (11 r + | 0 ) gegenüber RPA im De-
formationsbereich entscheidend verbessert. In Abb. 3 
sind die Erwartungswerte (0 j rj +10) und (11 rj + j 1) 
aufgetragen, die sich ebenfalls aus der Hartree-
Fock-Theorie mit Zwischenzuständen ergeben. 



Abb. 1 

Abb. 1. EnergiedifTerenzen der Zustände | 0 ) , | 1 ) : — ß « 
und der Zustände | 1), | 2 ) : Funktionen von 
?JV bei SV = 20. ( ) exakte Werte; ( ) Hartree-
Fock-Theorie mit den Zwischenzuständen | 0 ) und | 1 ) und 
RPA mit den Zwischenzuständen | 0 ) und | 1 ) ; (—• — •—) 
dritte Ordnung der f-Funktionen-Methode von Dürr und 

Wagner und Sawicki. 

Abb. 2. Die Ubergangsmatrixelemente { 1 | r _ | 0 ) und 
< 1 | r + | 0 > als Funktionen von TiV bei 7tf = 20. ( ) 
exakte Werte; ( ) Hartree-Fock-Theorie mit den Zwi-

schenzuständen | 0 ) und | l ) ; (—* — ' — ) RPA. 

Abb. 3. Die Erwartungswerte ( 0 | 7} + | 0 ) und ( 1 ,| r; + | 1 ) 
als Funktionen von CNV bei 7^ = 20. ( ) exakte Werte; 
( ) Hartree-Fock-Theorie mit den Zwischenzuständen 

| 0 > und | 1 ) . 

Ol 0\ 
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6. Schluß 

Die Erweiterung der Neuen Tamm-Dancoff-Me-
thode durch Einführung von Zwischenzuständen führt 
zu einer Fülle neuer Beziehungen in der relativisti-
schen und nicht-relativistischen Vielteilchentheorie. 
Wir haben hier nur das nach der Hartree-Fock- und 
der Hartree-Bogoliubov-Theorie nächst einfache, 
nicht-relativistische Gleichungssystem untersucht: die 
Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzuständen. Wir 
haben sie auf das Lipkin-Modell17 angewendet, wo 
sie mit zwei Zwischenzuständen |/2) und mit 
den Eigenwerten der verallgemeinerten Schalen-
modelldichtematrix £0 den Übergang von sphärischer 
zu deformierter Struktur sehr gut wiedergibt. Ihrer 
Konzeption nach eignet sie sich besonders zur Be-
rechnung der Rotationsspektren von Kernen. 

Die Neue Tamm-Dancoff-Methode mit Zwischen-
zuständen ist auch für die Heisenbergsche nicht-
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lineare Spinortheorie von Nutzen19 : Die relativisti-
sche Version der Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzuständen ermöglicht eine selbstkonsistente Be-
rechnung von Vakuum und Bosonenzuständen. Mit 
Hilfe der ^-Regel (2.9) lassen sich selbstkonsistente 
Gleichungssysteme, in denen geradzahlige und un-
geradzahlige Mehrpunkt-Green-Funktionen, d. h. 
Bosonen- und Fermionenzustände, gekoppelt sind, 
aufstellen, mit Hilfe der t-Regel (2.20) lineare 
Gleichungssysteme für kompliziertere Zustände. Wir 
kommen auch dem thermodynamischen Problem der 
Phasenübergänge näher, wenn wir die Mehrpunkt-
Green-Funktionen durch temperaturabhängige erset-
zen 20. 
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