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Extension of the New Tamm-Dancoff Method to Phase Transitions in Many-Body Systems

We extend the New Tamm-Dancoff method by introducing intermediate states. In this way we
are able to treat with the Green’s function method the effect of nearby levels in many-body systems.
We formulate the 7- and the {-function method with intermediate states. Aldready in first order,
the #-function method yields a whole series of new approximations in addition to known theories
such as the Hartree-Fock theory and the Hartree-Bogoliubov theory. As an example we study inten-
sively “the Hartree-Fock theory with intermediate states”. The {-function method which is based on
the 7-function method yields in first order in addition to RPA, quasi-particle RPA and other ap-
proximations “RPA with intermediate states”. We apply the Hartree-Fock theory with intermediate
states and RPA with intermediate states to the exactly solvable Lipkin model.

1. Einleitung

Wenn mehrere Niveaus eines nicht-relativistischen
oder relativistischen Vielteilchensystems dicht bei-
einander liegen, versagen sowohl die Stérungstheo-
rie als auch die Theorie der Green-Funktionen. Die
Supraleitung, in der der normale und der supra-
leitende Zustand ,konkurrieren“, liefert das be-
kannteste Beispiel fiir dieses Versagen!. Hier hat
man sehr schnell einen Ausweg gefunden: die
Hartree-Bogoliubov-Theorie. In ihr werden die ,,ge-
fahrlichen Diagramme* der Storungsrechnung durch
eine kanonische Transformation abgespalten und
durch Losen der Hartree-Bogoliubov-Gleichungen
kompensiert 2. Danach ist Stérungsrechnung wieder

(0,N|T ¥, ¥, W] %% |0,N)

moglich. Dieses Beispiel weist darauf hin, daf die
Wirkungen benachbarter Niveaus in der Theorie der
Green-Funktionen von vornherein zu beriicksichtigen
sind®. Gorkov hat diese Forderung fiir Paarungs-
korrelationen erfiillt, indem er die Vierpunkt-Green-
Funktionen unter Einbeziehung der ,anomalen“
Green-Funktionen faktorisiert und das unendliche
System der Bewegungsgleichungen fiir die Mehr-
punkt-Green-Funktionen in ein Naherungssystem,
das nur Zweipunkt-Green-Funktionen enthalt, iiber-
gefiihrt hat®. Dieses Verfahren reproduziert die
Hartree-Bogoliubov-Theorie? 6. Da wir es als grund-
legend fiir Verallgemeinerungen ansehen, geben wir
die Gorkov-Faktorisierung an:

— (0O, N|T ¥, ¥} |0, N)(0,N|T ¥, ¥ |0,N) = (O, N|T ¥y P& |0, N) (0, N|T ¥, P1.| 0, N)
+(O,N|TW, ¥, 0,N+2)(0,N+2]|T ¥} P3|0,N) ;

(O,N|T W5 W ¥, 1|0, N+2) = (0,N|T ¥, P}|O,N)(O,N|T ¥ %,|0,N+2)

(1.1)

—(O,N|T W, ¥} |0, NY(O,N|T W5 ¥,|0,N+2)
+(0O,N|T W5 PL|0,N) (O, N|T W5 ¥, |0, N+2).

Hier sind |0,N) bzw. |0,N+2) der Grundzu-
stand eines N- bzw. (N + 2)-Teilchen-Systems und
¥, der Feldoperator im Punkt

(1.2)

i=(1;1,0i,T) .
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Wir verallgemeinern die Gorkov-Faktorisierung
in verschiedener Hinsicht:

1. Wir lassen als konkurrierende Zustande nicht nur
einen normalen und einen supraleitenden Zu-
stand zu, wie in der Hartree-Bogoliubov-Theorie,
sondern beliebige, mit der Teilchenzahlerhaltung
vertragliche.

2. Wir definieren auch die héheren Naherungen.
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Wir nennen die konkurrierenden Zustinde Zwi-
schenzustdnde. In Abhangigkeit von der Wahl der
Zwischenzustinde gelangen wir schon in erster Nahe-
rung nicht nur zu bekannten Néherungsverfahren,
wie Hartree-Fock- und Hartree-Bogoliubov-Theorie,
sondern auch zu bisher unbekannten. Bisher unbe-
kannt war die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzu-
stinden, ein Gleichungssystem fiir m (0<m < )
Zwischenzustande der Teilchenzahl N. Wir demon-
strieren an ihr die Tragweite unseres neuen Ver-
fahrens.

In einer fritheren Arbeit haben wir betont, dal3
die Neue Tamm-Dancoff-Methode einen Rahmen fiir
weitere Verfeinerungen nicht-relativistischer und rela-
tivistischer Naherungsverfahren abgibt 7. Die Idee ist,
neue n-Punkt-Funktionen einzufithren, die nur von
den Mehrpunkt-Green-Funktionen gleicher und nied-
rigerer Punktezahl abhingen, und das unendliche
System der Bewegungsgleichungen durch Nullsetzen
der neuen n-Punkt-Funktionen mit n 2> n, und durch
Vernachldssigen aller Beziehungen, in denen n-
Punki-Funktionen mit n>ny+1 vorkommen, abzu-
schneiden. Die Gorkov-Faktorisierung ist ein Bei-
spiel fiir ng=4. Ohne die Methode der erzeugenden
Funktionale wire diese Idee undurchfithrbar. Daher
formulieren wir Beziehungen zwischen den verschie-
denen Satzen von Mehrpunkt-Funktionen mit ihren
erzeugenden Funktionalen. Diirr und Wagner haben
4 unendliche Funktionensitze als Darstellung der Zu-
standsvektoren eingefiihrt, die 7- (Mehrpunkt-Green-
Funktionen), %-, {- und @-Funktionen®. In dieser
Arbeit verallgemeinern wir die Definition der #- und
{-Funktionen durch Einbeziehen einer beliebigen,
aber endlichen Anzahl von Zwischenzustanden. Die
7-Funktionen-Methode mit Zwischenzustanden liefert
hermitische, doch nicht-lineare Néaherungssysteme
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fiir diese Zwischenzustinde, wihrend die {-Funktio-
nen-Methode mit Zwischenzustanden, auf den Er-
gebnissen der 7-Funktionen-Methode aufbauend, zu
linearen, doch nicht-hermitischen Niherungssyste-
men fiir die anderen Zustiande fiihrt. In dieser Hin-
sicht unterscheiden sich #- und {-Funktionen-Me-
thode mit Zwischenzustédnden nicht von der gewohn-
lichen 7- und der gewdhnlichen -Funktionen-Me-
thode, die in erster Naherung die Hartree-Fock-
Theorie bzw RPA ergeben 7> %1%, Mit der Methode
der erzeugenden Funktionale ist die Verallgemeine-
rung besonders einfach: Man ersetzt in der Arbeit
von Diirr und Wagner® die erzeugenden Funktio-
nale zwischen dem Grundzustand durch die Matrizen
der erzeugenden Funktionale zwischen den Zwischen-
zustianden.

In Abschnitt 2 leiten wir die 7- und die {-Regel
mit Zwischenzustinden her und wenden sie auf die
Vierpunkt-Green-Funktionen an. Wir betrachten nur
einige Sonderfille der zahlreichen Faktorisierungs-
moglichkeiten, zu denen bei der 7-Regel die Gorkov-
und die zur Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzu-
stinden fiihrende Faktorisierung und bei der -Re-
gel die RPA- und die zu RPA mit Zwischenzustén-
den fiihrende Faktorisierung gehoren. In Abschnitt 3
formulieren wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzustinden fiir nicht-relativistische Vielteilchen-
systeme. In Abschnitt 4 geben wir ein Losungsver-
fahren und die Beziehung zur ,generalized Hartree-
Fock approximation (GHFA)“ von Kerman und
Klein11713 an. In Abschnitt 5 wenden wir die
Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden und
RPA mit Zwischenzustinden auf das Lipkin-Modell
an. In Abschnitt 6 diskutieren wir einige zukiinftige
Anwendungen unseres Verfahrens.

2. Die - und {-Funktionen-Methode mit Zwischenzustinden

2.1. Die y-Funktionen-Methode mit Zwischenzustinden

2.1.1. Die y-Regel mit Zwischenzustdnden

Wir geben die nichstliegende Verallgemeinerung der Diirr-Wagnerschen 7-Regel ® an, indem wir vor-
aussetzen, dal} die #-Funktionen von den zu den Zwischenzustinden

EANE S -
gehorenden Mehrpunkt-Green-Funktionen

o [ In)

(O<m< ) (2.1)

(I T¥... W W) ... 00 | 1)

|I)"]> 5{111),“2),---1’Im)};k,l=0,1,2,---,

(2.2)
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abhingen. Wir bilden aus dieser unendlichen Menge von Mehrpunkt-Green-Funktionen die erzeugenden
Funktionale

oo k+l

11,1, [u’ ﬁ’] z

klok'l'

] I Tk Tl WI' T; [I,) ﬁk...ﬁlul' cee Uy (23)

und aus ihnen die Matrix
(zli I [u’ l-"]) . (24-)

Wir fithren neue Mehrpunkt-Funktionen ngf}f) (ky...,1|1,...,1) dadurch ein, daB wir die erzeugenden
Funktionale
k+l

oo

HI,I, [u, 1‘4] = " lz_() ;C' I (1 —6;,,0‘6[,0) nl(‘kll,l) (k, eesy ) l 1’, ceey l') ﬁk cee L_lq uy...u (25
ebenso wie die erzeugenden Funktionale der Mehrpunkt-Green-Funktionen zur Matrix
(Hi,1, [u, 2]) (2.6)
zusammenfassen und die Gleichung
Xr1, [w, 4] = (exp {Hi,1, [u,4]}) 1,1, (2.7)

fordern. Das ist bereits die 7-Regel mit Zwischenzustinden in Funktionalform. Explizit ist
(exp {‘HImIn [u,u] })Iilj = 5ii+ (1/1 !)HI;'IJ [u,u] + (1/2!).21}11(11( [u, ﬁ‘]HIJ.I: [w,a] + ... (2.8)
1=

Ein Vergleich der Koeffizienten von uy ... %4, uy ... uy liefert die #-Regel mit Zwischenzustinden, die, ab-
gesehen von den Summationen iber die Zwischenzustéande, dieselbe Gestalt hat wie die Diirr-Wagnersche
1-Regel:

175?15} (k,...,llll,...,l’) = —6ﬁ 6k0610+<li}TTk‘--- Tl YII T;' !I])
__l)n k k k k l ! 4 !

Lyt enn T eer ¥ ) A P,

n=1 ﬂ+1 i(1), 00y i(R) =1 2,20 xy= 3y Hn=rmey (D) eens FD =1 B=0 Ay=dy An=Ans

( B ) (i = 41+ g = Ager) (B = %) 61 1), 000, 8(0),i(g+1)y 0 uny i(xg)y oonyi(xn+1),...,i(K)

oy Xy X+l aioy Xey eeey #a+l, ..., K
1)ye00y 2 T | 7 I In+1), e, j ™ m m
6\) i)y §g+1), .00, () jOn+1), ..., 70 S ZZ )

sevy My Fly ey dgy smes  Antly weey b f=1 di=l da=i

(1= 8,.005,0) (LT ity - Yy Phay - Pha! 1)
(1= 8- 00013-2,0) (41T Pty -+ Pitwen sy -+ Plao | 1)

(1= 8.0 02020t 0 ) (i | T Wit -+« Pitena o) Ptinasn -+« Pl [ 1)
(1 =8k-sn0 01-20,0) (L3, | T Witk -+ - Pitews) Phtnery - Py | 1) -

Hier bedeuten (5(1 o ’1(’1; das verallgemeinerte Kronecker-Symbol:

[81,i1) +..01,itk) |
(1), .., i) | -
62(12 ...,l(k) =1 2 : l

| 8kLict) - Ok, ith) |

und der Bogen die natiirliche Anordnung der dariiber stehenden ganzen Zahlen.
Wir haben zur Ableitung dieser und dhnlicher Formeln einen Kalkiil entwickelt, den wir an anderer
Stelle ausfiihrlich darstellen werden.
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2.1.2. Die Faktorisierung der
Vierpunkt-Green-Funktionen nach
der n7-Regel

Die #-Funktionen-Methode ist dadurch definiert,
daB alle n-Punkt-n-Funktionen mit n=>n, gleich
null gesetzt und alle Beziehungen, in denen n-Punkt-
Funktionen mit n>ny+1 vorkommen, vernachlés-
sigt werden. Nach Gl. (2.9) bedeutet das Faktorisie-
rung der n-Punkt-Green-Funktionen mit n = n, und
Uberfithrung des unendlichen Systems der Bewe-
gungsgleichungen in ein Néherungssystem, das nur

(I;|T ¥, %, 1 W5 | 1)

2
—#[- >

i(1),i(2) =1 ir=1

i(1),i(2
61()12()

]

i(1),i(2) =1 i=1
2

P 2

i1),i@) =1 i=1
2

+ 2

i1),i@) =1

m

+ 24

j=1
2

+ 3

i(1),i(2=17(1),i(@ =1

33

i(1),i@) =1 j1),i) =1 jy;=1 js=1

m m

m

i(1),i(2 j(1),7 (2

aiS)é()a{f)é() z
=
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zu den Zwischenzustinden |1,), |1,), ..., |I,) ge-
horende n-Punkt-Green-Funktionen mit n<n; ent-
hélt. Die einfachsten nicht-trivialen Fille sind ny=3
und ny,=4. Das Ausmal} der Verallgemeinerung er-
kennt man bereits bei der Faktorisierung der Vier-
punkt-Green-Funktionen

(LIT®:, P, P W L) ij=1,..

wo

., m,

212)

ner (2,1|1,2) =05 i,j=1,...,m,

gesetzt wird:

(2.10)

CHe ”Zl (LT Wi | 1) (11T Wiy ¥1 W5 | 1)
S (KT P P P | L) T Yo | 1)
SO S (LT By | LT ¥ ¥ Pley | 1))
L ,,m% (LT W ¥y oy [ 1) (1| T Pl | 15)

LIT W Wy | L) (LT 3 e |)) + 3 (LT W P | L) (1] T %2 ¥ 1))
Vit

(I Py Pl | 1) (11T Wiy P 1))

[ QIS (LT View | 1) (| T Wi | 1) (1| T Py Pheey | 1y)

+ (LT Wi | 1) (1| T Play Phe

+(L|T Play Ploy |1,) 4| T Yiw | 1,) (1,

i0,i® 4i).j
+07—5 81O (LT Wiy Piew |

ALY, | T Pig | 1)

TVl L))
L) (I T ¥l | LY UL T Phey | 1)

+ (LT Py | LY UL T iy Wi | 1) (1, | T Pl | 15)

+ (L] T Wlay | L) (1| T Py | L)1, T Piey Yi |13))

+ 8108 81 (LT Py | 1,) (1] T Py | LY LT iy Pl 113
—(L|T Wiy | 1)) {1, | T iy Py | 1,) (1, | T Py | 1)

—(L|T Py | L) 13| T Wiy | 1)
+ (LT Py | 1) (1| T Piy Pheoy

LT Yo Yl |1;)
| L)1, | T i | 1;)

+ (LT Wiy Py | 13) 3| T Wiy | 1) (1, | T ooy | 1))
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— (LT Wiy Pl | L) T Pl [ 1,) (1, T Piy | 1)) ]
+i§ % 55 % SI0-2) i1
i(1),i2 =1 j1),j@ =1 ji=1 ja=1 js=1
[~ (Iil T}(l) ’ h] 4 i@ Il] J'.! iy xI]s <I]:| Ill(’) ]I
1 | Pl | L) (L] Wi | L) (L] Phey | 1) (| Wiy | 1)
(L Play |1) (1| Wiy | 1) <Ij,l Pio | 1) (1| Yoy | 1)
—(lilwi(nlb (L oy | L) (L] Tley | 1I,) (1] Wiy | 1)
+ (L] i | L) | Pl | 1) (| @iy | 1) (1 | ey | 1)
— (L i | 1) (L] Wi | 13) (I3, | Whey [ 1) (| Whoy | 1))

Diese Faktorisierung der Vierpunkt-Green-Funktion wird wesentlich vereinfacht, wenn man nur Zwischen-
zustdnde mit den Teilchenzahlen N und N+ 2 zuldBt:

(L|T %, %, %) ¥} |1,)
+%z (L|T W, ¥, |1,) (I,|T P} ¥

L;)

7

ji=1
+éj§ (LIT¥1 P | L) (L | T W2 WL | I) (2.11)
2 2 2 23
+* 3 S0 SO SO S LT Wi Wy | L) U] T Pie Pl |1) -
i(1),i@) =1 j(1),j(2) =1 ji=1

In dieser Formel sind einige aus der Vielteilchentheorie bekannte Spezialfille enthalten.
(1) Hartree-Fock-Theorie: m=1; |I;) =|0,N);

(0, N|T P, W, W1 WL |0,N) =(0,N|T ¥, ¥} |0, N)(0,N|T ¥, ¥} |0, N)
—(0O,N|T ¥, %% |0,N) (O, N|T ¥, ¥} |0,N). (2.12)
(II) Hartree-Bogoliubov-Theorie:
[1;) =0, N);|I,) =|0, N +2);

(0,N|T ¥, ¥, ¥} ¥4 |0,N)

= (O, N|T ¥, ¥} |0,N)(0O,N|T ¥, ¥} |0,N)

— (0O, N|T ¥, ¥} |0,N)(O,N|T ¥, ¥} |0,N)

+3O,N|TP:, P, |0, N+2) (0,N+2|T ¥} ¥3 |0,N);
(0,N|T W W, W, P} |0, N +2)

=3[(0O,N|T ¥, P} |0, N) (O, N|T ¥5 ¥5 |0, N +2) (2.13)

— (O, N|T ¥ ¥} |0, N) (0, N|T ¥; ¥, |0, N +2)

+(O,N|T ¥, ¥} |0,N)(O,N|T ¥s ¥, |0, N+2)

+{(O,N|T ¥, ¥;|0,N+2) (0, N+2|T ¥, P |0, N+2)

—(O,N|T¥; ¥, |0, N+2) (O,N+2|T ¥, ¥} |0, N+2)

+(0,N|T ¥;3 W5 |0, N+2) (0, N+2|T ¥; ¥} |0, N+2)].
Obwohl die Gl. (2.13) sich durch Austauschterme fiir die Zwischenzustinde von den Gln. (1.1) unter-

scheiden, fithren beide Faktorisierungen zur Hartree-Bogoliubov-Theorie.

Wir untersuchen in den folgenden Abschnitten einen dritten, bisher unbekannten Sonderfall.
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(ITI) Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden :
[1,), | L), ..., |I,) sind m Zwischenzustinde der Teilchenzahl N;

(L|T ¥, ¥, ] P11
=} 3 [(L|T® P! L)1, TY: P |1;)

=il
—(L|T P W} | LY (L, | T P, %L | 1) (2.14)
—(L|T ¥ Py | L) (1L, | T W, P1 | 1)
+(L|T P VY | L,) (L, | T W P | 1)1
i,j=1,2,...,m.

Dies ist die nichstliegende Verallgemeinerung der Hartree-Fock-Theorie.

2.2. Die [-Funktionen-Methode mit Zwischenzustinden

2.2.1. Die {-Regel mit Zwischenzustidnden

Die #-Funktionen-Methode iiberfithrt das unendliche System der Bewegungsgleichungen in ein end-
liches, aber nicht-lineares Naherungssystem. Da es mit der Anzahl der Zwischenzustinde

]Il>7 |12>a ceey |1m> (0<m<°°) (2.15)
immer komplizierter wird, versucht man, Mehrpunkt-Green-Funktionen der Art
(L|T¥;... W, W .. WL |B); (I;|B)=0; i=1,...,m; ki=1,2,..., (2.16)

durch lineare Niherungssysteme zu bestimmen. Will man dabei die mit der 5-Funktionen-Methode berech-
neten Mehrpunkt-Green-Funktionen verwenden, so hat man die Mehrpunkt-Green-Funktionen (2.16) nach
der nichstliegenden Verallgemeinerung der Diirr-Wagnerschen {-Regel 8 zu faktorisieren.

Wir fithren neue Mehrpunkt-Funktionen m;” (ky...,1]1,...,1) dadurch ein, daB8 wir die erzeugen-
den Funktionale

_ LN 3 L , i, o _ .
Zyp [u,u] = “ZO T tue oo, V|V, oo ) g ciquy ooups j=1,...,m, (2.17)
zur Spalte ,
(Zy,p [u,a]) (2.18)
zusammenfassen und die Gleichung
m
Tyn [u,u] = Zl Tny [w,a] Zip [u,u] (2.19)
i=

fordern. Das ist bereits die {-Regel mit Zwischenzustinden in Funktionalform. Ein Vergleich der Koeffi-
" zienten von uy . .. 4y Uy ... uy liefert die {-Regel mit Zwischenzustidnden die, abgesehen von den Summatio-
nen uber die Zwischenzustinde, dieselbe Gestalt hat wie die Diirr-Wagnersche {-Regel:

CED (B 1|V, ) =(L|TPy... P P ... %} | B)
k ; 3 k l

E+l-1 k k , 7 7 1
+ 2 (=D 2 2 Zaes D 2 2 Hvus

n=1 i)y, i(R) =1 %,20 xy=xy xn=2n-1 §(1)yeuer i) =1 2,=0 Ae=i, An=iny
‘ 1 i‘(x;—x;-l = e k- 5) 51U,),z(xl+1),...,z(n,),..., i(xn+1),...,i(k)

(_ )('1 1, woss %y 2aFLs oy Xey sess #nt+l, «ooy K

i, ..., F00), F0+1)s ey §(R0)s enny fOn+1),ee i) 2 e
'6\/ 1¥/ ) S~—— z ...z (2.20)

s ey Ay Aptly ssagy Aey sy Ia+1, ooy 1 Gl Gool dued

(1 =8,,001.0) (LT Picsy - iy Py -+ Phay | 1)
(1= 8y 0 030 20) {Tic| T ite «++ Piterrty Py - Phayr | 1)

(1= b=t 82100 0) (it | T P « « » Pitenss) Pty «-- Py 11,)
(L | T Wiy« o« Pitensty Phinasry - - Phay | B).
Fiir Gl. (2.20) gelten dieselben Erklarungen wie fiir Gleichung (2.9).
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2.2.2. Die Faktorisierung der Vierpunkt-Green-Funktionen nach der {-Regel

Die {-Funktionen-Methode ist dadurch definiert, daf} alle n-Punkt-C-Funktionen mit n = n, gleich null ge-
setzt werden und alle Bezichungen, in denen n-Punkt-Funktionen mit n>n,+1 vorkommen, vernachlissig
werden. Nach Gl. (2.20) bedeutet das Faktorisierung der n-Punkt-Green-Funktionen (2.16) mit n > n,
und Uberfiihrung des unendlichen Systems der Bewegungsgleichungen in ein Niherungssystem, das linear
in den n-Punkt-Green-Funktionen (2.16) mit n<n, ist.

Da die {-Regel (2.20) dieselbe Struktur wie die 7-Regel (2.9) hat, brauchen wir die der Gl. (2.10) ent-
sprechende Faktorisierungsformel nicht anzugeben. Sie wird wesentlich vereinfacht, wenn man nur Zwi-
schenzustiinde mit den Teilchenzahlen N und N +2 zulafit:

(L|T ¥, ¥y ¥ Wo|B)= 2 (LIT W2 ¥h|L) (L,|T ¥} P3| B).
+ 2 (BT Py Wo | L)L, T %2 V4| B) (2.21)
1=
2 . : (9 i (9 m
. W 81 ol ].Zl (LT Wiy Whay | 1) (1, | T Wixy Wy | B) 5
i(1),i@)=1 j1),j®) = =
(I,~|B)=0; i=1,...,m.

In dieser Formel sind zwei aus der Vielteilchentheorie bekannte Spezialfille enthalten.

(I) RPA: m=1; |I})=|0,N); chungen mit Zwischenzustidnden gel6st haben.)
(Man muf also die Hartree-Fock-Gleichungen gelst (LT ¥, %, vl | B)

haben.) o T ,r
(0,N|T ¥y ¥, ¥} ¥} |B) = 2, ULIT ¥ Py [ 1) (1, |T ¥, Pz | B)
> g L'y £y L'y =

— (0, N|T ¥, ¥} |0,N)(0,N|T ¥ ¥% | B) —(L|T Yo ¥% | ) (I, | T ¥, ¥} | B)

— (0, N|T W, 1 |0,N)(0O,N|T ¥, ¥} | B) —(L|T W W% | L) (1| T ¥, ¥ | B)
—(0,N|T ¥, ¥} |0,N)(0,N|T ¥, P} | B) +(L|T Yo P | ) (1| T ¥, P71 | B)] 5
+(0,N|T Wy ¥} |0,N)(0,N|T ¥, ¥} |By. i=l....m. (2.24)

(I) Quasiteilchen-RPA: 3. Eine Anwendung der 77-Funktionen-Methode:
m=2; |I)=|0,N); L) =|0,N+2). (2.22) die nicht-relativistische Hartree-Fock-Theorie

(Man muB also die Hartree-Bogoliubov-Gleichungen mit Zwischenzustinden

gelost haben.) Wir wenden uns aus zwei Griinden der Hartree-
O.N|T ¥, ¥ wi oyl B Fock-Theorie mit Zwischenzustinden zu:
{ | 27 + ‘2 |B) NIT W W | B 1. Sie ist ein einfaches Resultat unseres Verfahrens.
=(0,N|T ¥, !P: |0, N)(0O,N|T P, f l 2. Sie ist sehr verwandt der ,generalized Hartree-
O,N|T ¥, 71 |0,N)(O,N|T ¥, ¥y |B Fock approximation (GHFA)“ von Kerman und
O,N|T ¥, ¥ |0,N)(O,N|T ¥, ¥} |B
(

=

- Klein 11713, mit der wir uns nach Aufstellung
+ (0, N|T W, W |0,N) (0, N|T ¥, 7! | B eines Losungsverfahrens kritisch auseinanderset-
+(O,N|T ¥, ¥;|0,N +2)

zen werden.

g ol Die Abhidnderung von GHFA lohnt sich, da die

“(0,N+2|T ¥1 P2 |B); (2.23) Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden hermi-

_— tisch formuliert werden kann. Das fiithrt zur Auf-

stellung eines Losungsverfahrens und zur Einsicht,

Eine wesenthf:he Yerbesseru?g von RPA ist dal} dige Hartree-Fodi-Theorie mit Zwischenzustan-

(IIT) RPA mit Zwischenzustiinden: den, dhnlich der Multi-Konfiguration-Methode von

|1,), |1,), ..., |1,) sind Zwischenzustinde der Teil- Roothaan und FiBler 14~16, den Nachteil hat, die
chenzahl N. (Man muf} also die Hartree-Fock-Glei- Konfiguration offen zu lassen.
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Wir gelangen zur Hartree-Fock-Theorie mit Zwi- =33[(4]a} a |1V |a} as] B)
schenzustdnden, wenn wir in den Bewegungsglei- 1 i
chungen die Vierpunkt-Green-Funktion gemiB (2.14) —(A4]|a} a3 |I)(I|a} as | B) (3.2)
faktorisieren. Dadurch entkoppeln die Vier- und —(A|ay a] I{I|d} a | B)

Mehrpunkt-Green-Funktionen von den Zweipunkt-
Green-Funktionen, so daf} ein Gleichungssystem fiir
die Zweipunkt-Green-Funktionen

+(A|a} as| 1) y(I|ai- a;|B)]

Wir fithren diese Faktorisierung in die Bewegungs-
(A|T WP, P |B); |A),|B) gleichungen ein, indem wir die Matrixelemente des
e{|1), 1), - | Im)} (3.1) Kommutators [H a,ta,], wo

iy 4y iy 4y, iy ! ¥
iibrigbleibt. H= EE éT az @i, -:;i Z;E/ ai; @i/ a;, a;,
Im Grenzfall t,"=2¢; t,"=¢; t;, = —¢&; t,= —2¢; (3.3)
e>0; e—0 ist
der Hamilton- Operator ist, zwischen den Zustdnden

(A]ds a} ajas|B) |4),|Bye{|1,),|L),...,|In)} bilden:

(A|[H,a,' ap] | B) = Z (A]a,l a,|B) IT'IM—%ZV‘“I »qh (A]a,, a,, aa,|B)

iy, 4,4

—fo’”ﬂ (4| a,t ai, | B) %ZVP‘“"“ (4] agt a,l a; a; | B) (34)

und annehmen, daB die Zustinde |4), |B), |I) €{|1}), |I), ..., |In)} als angeniherte Eigenzustinde
von H nicht nur die Faktorisierungseigenschaft hab en, sondern auch Eigenzustinde des ,,Quasiteilchenope-
rators“ h sind:

hl|A)y=04|4), (3.5)
der bei der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden H approximiert. Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzusténden:

2(24—Qp) (A[aqfa,,lB z (Ala,l a,,|B Twa4 ZV“‘““(Ala,, a,,lI (I|a,, aixlB)

iy, dy'y 4y

*ZT”"(AI% a,|B) — 3 V?iii (4]al a; | 1) (1] ag' 0| B)

i’y iy, gy

+Z (A|al a,|B) T+ ZV' .94 (A4 | a}. a; | 1)(I|al a,| B) (3.6)

i’y 4y gy 1

— S0 (Al oyl 0| B) - SV (Ao 1) Uy )
A[N[A =

Wir bringen diese Gleichungen in eine iibersichtlichere Form durch Einfiilhrung der verallgemeinerten
Dichtematrix

0l = (4| @' a,| B) (3.7)
und der verallgemeinerten Hartree-Fock-Matrix
AB = iTab 6AB + Z pal,bl QAB s (38)

2(24-9c) oic =k% (0% Hie —Hik Q’Iczcc +okc Hik —HKz of%)s S 04 =N.  (3.6)
) a
(3.6) ist ein Gleichungssystem fiir die verallgemeinerte Dichtematrix (gﬁ%) ; die Eigenwerte 22,4 des Quasi-
teilchenoperators A spielen hier die Rolle von HilfsgroBen; ihre Bedeutung wird bei der Aufstellung eines
Losungsverfahrens klar. Mit der Dichtematrix liegen alle Matrixelemente von Ein- und Zweiteilchen-Opera-
toren zwischen den Zustinden [Ix), ]12), Ceens |I,,,) fest; so sind in unserer Hartree-Fock-Naherung die
Energien des Vielteilchensystems die Erwartungswerte
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(A|H|A) = Z Jw ’l(A[al a;,|4) +i > Viihish (4] ey af a,a;,|A)

A iy, 1)y 4y, 1y

iy .8y
_Zj‘z,zlo 1 + ZVz 1"”’1‘Q41 014\ .

iy iy iy’ by, day ]
Es gibt demnach zwei Moglichkeiten, die Energien des Vielteilchensystems zu berechnen: Gl. (3.5) oder
Gleichung (3.9). Da die Eigenwerte 24 zu Hilfsgréflen erniedrigt worden sind, ist die Konsistenzbeziehung
Q,=(A|H|A4) (3.10)
nicht automatisch erfiillt. Daher ist (3.6) durch (3.10) zu ergénzen. Die Losungen von (3.6) treten paar-

(3.9)

. ¥ . ab
weise auf, weil mit o 13 auch

0'in =054 (3.11)
eine Losung ist. Das Gleichungssystem (3.6) hat in ¢ die Gestalt
—2(R4—9¢) 0%c = Z (8% Hie —Hik ke +0ke HE —ﬁ’;’(kc\bﬁcl\') ; Za: 044 =N. (3.12)
Die beiden Losungen liefern wegen
S Twaghi £33 VERG Y Bl = 3 Tih oiy +3 3 Vi ik ghF off (3.13)

iy 1y (N R |

iy i’y 1y iy 0y, 1

dieselben Energieerwartungswerte. Die zweite Losung ¢ scheidet aus, da zu ihr die Eigenwerte — Q4 und
die Energieerwartungswerte (4|H|A4) gehoren, die Konsistenzbeziehung (3.10) also nicht einmal nihe-

rungsweise erfullt ist.

Aus (3.6) folgt eine Orthonormierungsbedingung fiir die Zwischenzusténde:

(R4—Qc)(4|N|C)

4. Ein Losungsverfahren fiir die Hartree-Fock-

Theorie mit Zwischenzustinden

4.1 Zwei Arten hermitischer Dichtematrizen

Wir geben in diesem Abschnitt ein Losungsver-
fahren fir das Gleichungssystem (3.6) an, das als
Glelchungssystem fiur die verallgemeinerte Dichte-
matrix (043) aufzufassen ist. Ausgangspunkt unse-
rer Uberlegungen ist die Beobachtung, daf3 die ver-
allgemeinerte Dichtematrix auf zwei verschiedene
Arten als hermitische Matrix aufgefalit werden
kann. Aus der Definitionsgleichung (3.7) folgt

(4.1)

Wir konnen hier entweder die iibereinander stehen-
den oder die quer ibereinander stehenden Indizes
zu einem gemeinsamen Index zusammenfassen; im
ersten Fall erhalten wir die Matrix

ab ba x
04B =084

DB g | (4.2)
und 1m zweiten die Matrix
QBIE — gt (4.3)

o) = ? Usr ™ (A|ayt as| B) Uy =1 —

[; 1’

=O, d.h. (AIN!C>=NQAC (3.14-)
Offensichtlich sind nach (4.1)
Q(i) () _ 9(':’3) ()" 9[1'4] [5] _ Q[Z] (I (4.4)

Wir benutzen oft eine einfachere Schreibweise:

0@ G) _ o5 Bl g

4B 5 0 = Q4B . (4.5)

Da die verallgemeinerte Dichtematrix auf zwei Ar-
ten als hermitische Matrix aufgefalit werden kann,
kann sie auch auf zwei Arten durch eine unitire
Matrix diagonalisiert werden:

o8 () :tzT Uy o) U™ s (4.6)
] — 5 Pl ) I (4.7)

t.T

Bei positiv-definiter Norm im Hilbert-Raum smd die
Elemente der reellen Diagonalmatrix (k“ ) nach
oben und die Elemente der reellen Diagonalmatrix
(¢ [T]) nach unten beschrankt; aus (3.7) und (4.6)
folgt

<EU”‘uﬂ%uzu%%ﬂM)gl; (4.8)
b.B
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aus (3.7) und (4.7) folgt
Z,E;T] == ZA PLlE]* (B|ayag|A) PBIE] ( bz;p[fa] [z] (B|as") (EA"I)[‘.‘.] [2]* a,]4))=0. (4.9)
b B 3 &
Wir bezeichnen (Qf:%) nach (4.6) faktorisiert mit (Qﬁ% (U,0p)) und nach (4.7) {faktorisiert mit
(045 [V, 8p)) -

Nach Gl. (3.8) ibertragen sich die Eigenschaften (4.1) bis (4.7) der verallgemeinerten Dichtematrix
auf die verallgemeinerte Hartree-Fock-Matrix.

4.2. Die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden als Variationsproblem

Wir zeigen, daB (3.6) nur als Gleichungssystem fiir die unitire Matrix U (bzw. V) und nicht fiir die
Diagonalmatrix (Q(I;T)) [bzw. (& [‘{)])] aufzufassen ist; die Diagonalmatrix (Q(;;)) [bzw. (0 %'])] wird viel-
mehr durch Symmetrien und andere Randbedingun gen des Vielteilchensystems bestimmt. Dazu formulie-
ren wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustéd nden als Variationsproblem. Da aber die verallgemei-
nerte Dichtematrix auf zwei Arten faktorisiert werd en kann, existieren zwei Variationsprobleme.

(I) Zu jedem (Q%)) werde ein ,kritisches“ U so bestimmt, daf fiir die Erwartungswerte (3.9)

Ex(U,op) = 3 T ok (U, e0) +1 3 V¥ o8y (U, e0) el (U, ep) =Extremum  (4.10)

’

a’,a,b',b,
gilt unter den Nebenbedingungen
3 ok (Urop) =N; K=Ii Iy, oo L.

Die Variationsgleichungen fiir das Variationsproblem (4.10).
Wir differenzieren den Ausdruck

Hi (U, 0p) = Ex (U, op) +9§é>[kz@’i<’%< (U, 00) = N1+ 3, Pfp Uy Uy —or98pq),  (4.11)
»,

q,Q
t

wo QR reell; Dy — Drbh™ (4.12)

Lagrange-Multiplikatoren sind, nach den Elementen der unitiren Matrix U. Die Variationsgleichungen
lauten:

aj_IK (us QD) b aHK(ua QD) b
BT TR N el Ay 8™
g, B; % QU 4B b, 1;,1{ QULE Ucs
= S Toflk (U o) Hie (U op) ~Hitk (U 0p) ec (Us 00)] — (24 —08) 0% (U, 00) =0,  (4.13)
wobei noch die Nebenbedingungen
% oxx (U,0p) =N (4.14)

zu erfiillen sind.

Da Losungsverfahren fiir die Hartree-Bogoliubov-Theorie bekannt sind, macht die Losung des Glei-
chungssystems (4.13), (4.14) keine Schwierigkeiten: Wir bestimmen die kritische unitire Matrix U durch
Diagonalisieren der hermitischen Matrix [H %% (U, 0p) + 89 § 4 Qf}) 1:
> [Hik (U, ep) +6% 8,45 QP 1UMy =U DO, (4.15)

kK

wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren Q% so zu wihlen sind, daB die Nebenbedingungen (4.14) er-
fiillt sind.



152 A. Friederich, W. Gerling und K. Bleuler - Erweiterung der Tamm-Dancoff-Methode

(IT) Zu jedem (Q[T]) werde ein ,kritisches“ 7 so bestimmt, daf} fiir die Erwartungswerte (3.9)
Ex [V, QD] = z Jee Q(/I\ql\ [(V,0p] +3 Z V"b 45 Q;’\'[[ [V,6p] QII\ [7,0p] =Extremum (4.16)

lI'l

gilt unter den Nebenbedingungen
3 okk (V,apl =N; K=Ii, Iy, ln.
k
Die Variationsgleichungen fiir das Variationsproblem (4.16).
Wir differenzieren den Ausdruck
H[V, 6] =Ex[V, bo] + Q% (3 okk [V, ] = N) + > Wiy (VAL PRI _gms,,) ,  (4.17)
K
,\Q
T

wo .Q;?) reell ; Y’A'é Y’K%)x (4.18)

WQ@

Lagrange-Multiplikatoren sind, nach den Elementen der unitiren Matrix V. Die Variationsgleichungen
lauten

SHx[V220] _yeypay-

a}lh [“V QD] ® “
(18]« | — il
ax apEn Y Wik VD] (4.19)
Mz (o%c [V,8 p]l Hlix [’V oD] Hie [V, 6] olik [V.o0]) +(QF —Q&) olic [V, 2p] =

wobei noch die Nebenbedingungen Z QKA [V, 0p] =N zu erfiillen sind. (4.20)

Die Losung des Gleichungssystems (4.19), (4.20) macht keine Schwierigkeiten: Wir bestimmen die kri-
tische unitire Matrix 7 durch Diagonalisieren der hermitischen Matrix (H % [V, 0p] + 0% 6 4% Q9 ):
> (MK [V, dp] +0% 8,5 QF ) VHIBI — pLIEI DB, (4.21)
K

]

wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren .Qf) so zu wahlen sind, daBl die Nebenbedingungen (4.20) er-
fiillt sind.

> ol =3 ok (U.op) =mN (baw. 3 @1 =3 ok [V,3p] =mN) (4.22)
6T KK 6T K
ist eine notwendige Bedingung, die Nebenbedingungen zu erfiillen. Wegen (4.22) bleiben m —1 Neben-
bedingungen iibrig. Da in den Bewegungsgleichungen (4.13) (bzw. 4.19) nur die Differenzen 299
(bzw. Q7 —QF) der Lagrangeschen Multiplikatoren vorkommen, gibt es genau so viele linear unab-
hingige Differenzen wie Nebenbedingungen. Daher ist das Gleichungssystem (4.13), (4.14) [bzw. (4.19),
(4.20) ] widerspruchslos. Da wir die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustianden als Variationsproblem
formulieren wollen, miissen wir die Aquivalenz der Variationsprobleme (I) und (II) beweisen. Die Aqui-
valenz wird durch den folgenden Satz gesichert, den wir ohne Beweis angeben:

Zu jedem (Q(T ) und einem zugehérigen kritischen U existiert ein (Q[T]) und ein zugehoriges kritisches 7,
so daf}

(e4c [U, 0p]) = (eic [V, ap]) ist und umgekehrt.

Wenn nun

eine gemeinsame Losung der Gleichungssysteme (4.13), (4.14) und (4.19), (4.20) ist, konnen wir die
Variationsgleichungen (4.13) und (4.19) zu

[(Qm #_QfCU ) — (_Qf’ o) )1 0fc = Z (0% e Hie —H% 0?\(0 +0';\L¢ Hi —H;I\Ar 04K ) (4.24)
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addieren. Ein Vergleich mit (3.6) ergibt
v] (1) .2 (2) =
2(24-Qc)=[(24 -Qc") - (27 -02¢")]. (4.25)

Es ist nicht notig, zur Bestimmung der Lagrangeschen Multiplikatoren P, 0P ; 4 =las Ls5vwss Tms
beide Gleichungssysteme (4.13), (4.14) und (4.19), (4.20) zu lésen. Da eine Losung 05 nicht nur
(4.13), (4.14), sondern auch (4.19), (4.20) befriedigt, ist auch 9 'ic =o¢4 Losung dieser beiden Glei-

chungssysteme:
~ak th ~ ke
> (0ax HEe —Hik OKC
kK
ak ~ ke

Z (O(II\A(‘}IIA — He 04K ) + Q9

Diese Feststellung ist vertraglich mit dem paar-
weisen Auftreten der Losungen von (3.6). Damit
haben wir gezeigt, daB} das Gleichungssystem (3.6)
der Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustanden
durch Berechnung der beiden zusammengehérigen
Losungen (04¢), (Q:cc) entweder des Gleichungs-
systems (4.13), (4.14) oder des Gleichungssystems
(4.19),
nalmatrix (Q(T)) [bzw. (65’1)] so gewahlt worden
ist, daB die Konsistenzbeziehung Q= (4|H|A)
(3.10) mindestens naherungsweise erfiillt ist, ist
(o 4c) die verallgemeinerte Dichtematrix, wihrend
(04c) als Losung von (3.6) ausscheidet.

4.3. Die Eigenwerte der hermitischen
Dichtematrizen

Wir haben in Abschnitt 4.2 die zu fest vorgegebe-
nen Diagonalmatrizen (Q(T) ) [bzw. (Q[T])] gehoren-
den Losungen des Gleichungssystems (3.6) gesucht.
Da wir aber kein Varlatlonsprlep zur Bestimmung
der Eigenwerte g([f) (bzw. g e ‘z]) kennen, machen wir

den Vorschlag, die Eigenwerte Q (bzw 0 E]TI]J ) der
verallgemeinerten Sdlalenmodel]dlchtematrlx 09 =
(Q(g‘)(;)) [bzw. gy= (Q([;‘][‘D’])] zu nehmen. In der
gewohnlichen Hartree-Fock-Theorie z. B. sind sie
entweder O oder 1. Da sie sich sehr langsam mit der
Wechselwirkungsstirke dndern, werden sie die Kon-
sistenzbeziehung Q4= (4| H|A4) (3.10) gut erfiil-
len. Die Losungen des Gleichungssystems (3.6) sind
durch die verallgemeinerte Schalenmodelldichte-
matrix nicht eindeutig bestimmt, weil im allgemei-
nen das Gleldlungssystem (4.13), (4.14) Losungen

mit @(,,) QO 1) , Q[ﬁ] #b["] liefert, das Gleichungs-
system (4.19), (4.20) Losungen mit Q(T)#Q((]T[)) :
7]
-0 0D

~ T —

(4.20) gelést wird. Wenn dabei die Diago- ™

v ac

)91( =0; Z OAA =N; (4.26)
- 0¢") 2lie =0; Sokk =N (4.27)

4.4. Die Fortschritte gegeniiber der ,,generalized
Hartree-Fock approximation (GHFA)“ von Kerman
und Klein

GHFA 1! besteht, in unsere Schreibweise iiber-
tragen, aus den beiden Bewegungsgleichungen

%(]-l,ﬁ.’g [v] — 87 8 45 E4) D —lA)iDi; (5011%)
3 (Hilk (u) +0% 8,k E)ull =uf DI (571
mit
Hi [v] = T Sxq+ > P oka[v]; (5111)
o4 [v] = Z olali gk, (52 11)
olr (w) =% 04— 3 uluyd |

j

und den drei Nebenbedingungen
ZQM [v] =Nk ; (54 11)
ok [v] =0k (u); (55 11)
Ea=(A|H|A). (60 11)

Ahnliche Gleichungen sind uns in den Gln. (4.21),

(4.15), (3.8), (4.7), (4,6), (4.20), (4.23), (3.10)

begegnet. Die Bewegungsgleichungen (501!) und

(5711) weisen gegeniiber den Gln. (4.21) und

(4.15) einige Mingel auf.

1. Kerman und Klein haben sie durch Einschieben
eines vollstindigen Satzes von (N — 1)-Teilchen-
Zustinden |N—1,i) [bzw. (N +1)-Teilchen-
Zustinden |N +1,j)] hergeleitet. Daher ist der
Wertebereich des Index i in vl (bzw. des Index

* Gleichung (501!) bedeutet Gl. (50) aus der Arbeit von
Kerman und Klein 11,
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jin uff ) unbestimmt. Das ist nicht der Fall bei
der Neuen Tamm-Dancoff-Methode, wo nirgends

vorausgesetzt wird, dafl die Zwischenzustinde
einen vollstindigen Satz bilden.
Kerman und Klein erheben noch die Forderung

oF =-09 =¢&,,

die nach (4.26), (4.27) jede Losung unméglich
machen kann.

. Kerman und Klein normieren die Eigenvektoren
(1415 [bzw. %) 41 nicht auf 1, weil Nor-
mierung auf 1 ihre Deutung erschweren wiirde.

Wir haben den Wertebereich von i (bzw. j) festge-

legt:

(i} ={141} (baw. {j}={4}),

und gezeigt, daB} die ersten fiinf Gleichungen von
GHFA als Gleichungen fiir die auf 1 normierten
Eigenvektoren aufzufassen sind, und daf} die Nor-
mierungsfaktoren, d.h. im wesentlichen die Eigen-
werte Z)[;f] (bzw. Q%)) der Dichtematrix, durch die
letzten beiden Gleichungen von GHFA nur unvoll-
stindig bestimmt sind. Trotzdem darf man nicht,
wie Kerman und Klein in (B 11 11),

[gr]z{l fir téw;
b 0 fir :>N,

setzen, weil diese Festlegung nicht mit dem Schalen-
modell vertréglich ist und jede Losung von (601!1)
unmoglich macht.

Diese hermitische Formulierung hat es uns sogar
ermoglicht, die Gleichheit der Gln. (501!) und
(5711) nachzuweisen und auf die nicht-diagonalen
Nebenbedingungen in (54 1!) zu verzichten. Damit
haben wir GHFA auf die Gln. (4.21), (4.20) und
(3.10) reduziert.

~

5. Anwendung der Hartree-Fodk-Theorie mit
Zwischenzustinden und von RPA mit Zwischen-
zustanden auf das Lipkin-Modell

Wir erkennen bereits am exakt losbaren Lipkin-
Modell 17, daf} in gewissen Energiebereichen auch
die hoheren Naherungen von RPA, d. h. die hohe-
ren Niherungen der (-Funktionen-Methode von
Diirr und Wagner ® und Sawicki '8, versagen, und
dafl dieser Mangel durch Einfithrung zusatzlicher
Zwischenzustinde behoben wird.

Der Einteilchenraum des Lipkin-Modells besteht
aus zwei (2j+1)-fach entarteten Schalen entgegen-
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gesetzter Paritdt. Wenn man die zugehorigen Erzeu-
gungsoperatoren mit a}w

k=1,...,2j+1; 0=-1,-1,
bezeichnet, ist

H=c¢c1y+

o (et (V=—[V) (51)
mit
2j+1

To=2(n. —7_); 92 =kzla;c,i1ak.z1;

2j+1 B
T, = Zal{?ﬁl A, -15 T = (1+)1‘,

k=1
der Hamilton-Operator. Da H mit dem Gesamtdreh-
impulsoperator

(Tt +ToT,) 172 (5.2)

kommutiert, lassen sich die Eigenzustinde |4) von
H nach der Gesamtdrehimpulsquantenzahl T klassi-

fizieren:

12|4) =T (T +1)|4). (5.3)
Wir besetzen die untere Schale vollstindig:
N=2j+1. (5.4)

Dann ist

; aiV,_l | vacuum) (5.5)
fiir 7 = 0 der Grundzustand von H.
N
2 \2 T

I(P,,) =a){,_1 a;,_1..

7| By) =

Wegen ) D) (5.6)

beschrinken wir das Eigenwertproblem von H auf

den durch

T=N/2 (5.7)
charakterisierten Unterraum. Fiir 7 =0 ist
| 1) = (1/VN) 7. | @) (5.8)

der niedrigste angeregte Zustand in diesem Unter-
raum. Die Matrixelemente

(‘pol’%]d’o) =0; (Dy|n-| Do) =N ;
(D1ln. | Py) =1; (Dy|n_| Py) =N-1;
(Dy|z_| Dy) =+VN3 (Dy|7,| D1) =0

(5.9)

kommen in der verallgemeinerten Schalenmodell-
dichtematrix g, vor.

Wir begniigen uns bei der Anwendung der Har-
tree-Fock-Theorie mit Zwischenzustinden auf das
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Lipkin-Modell mit zwei Zwischenzustinden |I,), Ho=0H; (5.11)
I,).
= . N={(0|n,+9_]0) =(1|n, +79_]1);
|1,) sei der Grundzustand |0) von H, |I,) der {0l +9- [0 =1l +n] >(5 12)

erste angeregte Zustand |1). Sie gehen fiir 7 gegen
0 in die Zustéinde | @) und | D, ) iiber:

|1y =[0) =, | Do);  [1o) =[1) =, [D1). (5.10)

2~ 2,=(1|H|1) - (0] H]|0)
=e((1]y.|1) —(0]n,]0)) (5.13)

hervor, wo
Man kann verlangen, daB ihre Niherungen, ebenso 0[n+]0) 0 0 0]7-]1)
. 35 N 0 O]|n-10Y <0l7rs|1) O
wie die exakten Zustdnde, entgegengesetzte Paritit o=1o alz-105 1ly.]1) o
haben. Folglich gehen aus den Gln. (3.6) und (3.10) dlz+]0) 0 0 aln-|1)
die Gleichungen (5.14)
und
€ 0 0 0|7+ 1)
2
0 = wole-l1y 0
o . B 2 " (5.15)
. W74 [0) S+ @2—2) 0
-0y o 0 — o+ (@-Q)
sind mit . sere Nidherung fiir die Energiedifferenz der Zu-
P=VPN-1)/N. stinde |0), |1). Daher wird in Abb. 1 die Energie-

Daher sind beim Lipkin-Modell die Gleichungs- differenz der Zustéinde [0), [1) durch £, — 2, wie-

systeme (4.13), (4.14) und (4.19), (4.20) iden- 9e€rgegeben.
tisch. Mit diesen Ergebnissen gehen wir in RPA mit

Unter der Voraussetzung, daB die notwendige Be- Zwischenzustinden (2.24) hinein und berechnen
dingung Spur 0 =2N erfiillt ist, bilden die Gln. die Energiedifferenz des ersten und zweiten ange-
(5.11), (5.12) ein Gleichungssystem fiir die unitire regten Zustands. Der zweite angeregten Zustand ist
Matrix U der Faktorisierung 0 =U op U'. durch

Ein zweiter Eigenwert der verallgemeinerten

1_

Dichtematrix g ist durch Gl. (5.13) bestimmt. Da- |B) =|2) =0 | @) = V2NN -1) 3| Do)
her bleiben zwei Eigenwerte offen. Die Spezifizie- (5.17)
rung (5.10) legt die Eigenwerte von g fiir V=0 .

fosts definiert.

a 9 3 n Abbildung 1 zeigt, daB schon zwei Zwischenzu-
90’)D =-1 9{()’)0 =Q3’)D =N; 96*)1) =1. (516) nge ausrfichen, iie Energiedifferenzen entschei-
Wir benutzen die Eigenwerte (5.16) auch fiir dend gegeniiber der dritten Ordnung der (-Funk-
P %0, obwohl wir in diesem Falle auf die Erfiillung tionen-Methode von Diirr und Wagner und Sawicki
der Konsistenzbeziehung (5.13) verzichten. Damit zu verbessern. Wie bekannt, ist die erste Ordnung
begehen wir keinen groBen Fehler: Q, — Q, ist als ihrer Methode RPA, und wird in dritter Ordnung
Lagrangescher Multiplikator in einem Gleichungs- die 8-Punkt-Funktion faktorisiert. Nach Abb. 2 wer-
system fiir die unitdre Matrix U eine langsam ver- den durch die Hartree-Fock-Theorie mit Zwischen-
inderliche Funktion der Eigenwerte, wihrend die zustinden auch die Ubergangsmatrixelemente
Differenz (1|H|1)—(0|H|0) eine schnell ver- (1]7_|0) und (1|7.,|0) gegeniiber RPA im De-
anderliche Funktion ist. Da man die Eigenwerte formationsbereich entscheidend verbessert. In Abb. 3
(5.16) im physikalisch interessanten Energiebereich sind die Erwartungswerte (0]%.]0) und (1]n,|1)
hochstens um 1% abindern muB, um die Konsistenz-  aufgetragen, die sich ebenfalls aus der Hartree-
beziehung (5.13) zu erfiillen, ist 2; — Q, die bes- Fock-Theorie mit Zwischenzustinden ergeben.



Abb. 1

Abb. 1. Energiedifferenzen der Zustinde |0 ), |1): Q,—£Q,
und der Zustinde |1), |2): Q,—Q, als Funktionen ‘von

NPV bei N=20. ( ) exakte Werte, (— ——) Hartree-
Fock-Theorie mit den Zwischenzustinden | 0) und |1 ) und
RPA mit den Zwischenzustinden |0 ) und |1 ); (—+—-— )

dritte Ordnung der {-Funktionen-Methode von Diirr und
Wagner und Sawicki.

Abb. 2. Die Ubergangsmatrixelemente (1|z_-|0) und

{1|74+|0) als Funktionen von N7 bei N=20. ( )

exakte Werte; (— — —) Hartree-Fock-Theorie mit den Zwi-
schenzustinden |0) und |1); (—+— — ) RPA.

Abb. 3. Die Erwartungswerte {0 |74 [0) und (1]7%4 |1)

als Funktionen von N7 bei N=20. ( ) exakte Werte;

(———) Hartree-Fock-Theorie mit den Zwischenzustinden
|0) und |1)

<1IT4l0>

<1lt.10>

Abb. 2

1.5

2.5

10 J
5] s
05
7
5 ]
3 J
1M
\
‘
i
| o=
<QIT]~40>
4—""J"/
0.5

NV

9ST

- 19[na[g "y pun SUIIY ‘A “PUIPIL] 'Y

9POYIdI\-JOOUR(J-WWER ], 1P FUNIajIamIy



A. Friederich, W. Gerling und K. Bleuler -

6. Schlufl

Die Erweiterung der Neuen Tamm-Dancoff-Me-
thode durch Einfithrung von Zwischenzustianden fiihrt
zu einer Fiille neuer Beziehungen in der relativisti-
schen und nicht-relativistischen Vielteilchentheorie.
Wir haben hier nur das nach der Hartree-Fock- und
der Hartree-Bogoliubov-Theorie nachst einfache,
nicht-relativistische Gleichungssystem untersucht: die
Hartree-Fock-Theorie mit Zwischenzustanden. Wir
haben sie auf das Lipkin-Modell 17 angewendet, wo
sie mit zwei Zwischenzustiinden |I;), |I;) und mit
den Eigenwerten der verallgemeinerten Schalen-
modelldichtematrix g, den Ubergang von sphirischer
zu deformierter Struktur sehr gut wiedergibt. Threr
Konzeption nach eignet sie sich besonders zur Be-
rechnung der Rotationsspektren von Kernen.

Die Neue Tamm-Dancoff-Methode mit Zwischen-
zustanden ist auch fiir die Heisenbergsche nicht-
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lineare Spinortheorie von Nutzen !?: Die relativisti-
sche Version der Hartree-Fock-Theorie mit Zwi-
schenzustidnden erméglicht eine selbstkonsistente Be-
rechnung von Vakuum und Bosonenzustinden. Mit
Hilfe der 7-Regel (2.9) lassen sich selbstkonsistente
Gleichungssysteme, in denen geradzahlige und un-
geradzahlige Mehrpunkt-Green-Funktionen, d. h.
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Gleichungssysteme fiir kompliziertere Zustdnde. Wir
kommen auch dem thermodynamischen Problem der
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zen 20,
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